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1. Introduccién

Antes de entrar en discusién quiero destacar que estas notas no son mas que un complemento
al material que usted debe estudiar en la bibliografia recomendados para este curso [1, 2, 3].
Durante el desarrollo de este curso supondremos un conocimiento basico de las leyes de la

mecanica del punto, en particular, debemos entender que la segunda ley de Newton
F=yp (1)

puede verse de dos maneras, en primer lugar leyéndola de derecha a izquierda, la segunda ley de
Newton expresa que si se conoce la fuerza neta que actia sobre una particula y las condiciones
iniciales 7(t = 0), p(0) es posible conocer la posicién de la particula para cualquier instante
posterior, asi, por ejemplo, si una particula de masa m semueve a lo largo de un segmento recto
bajo la accién de una fuerza restitutiva de magnitud proporcional a la distancia a un cierto
punto, el movimiento de la particula serd una oscilaciéon armonica simple alrededor de dicho

punto (posicién de equilibrio).



La lectura de la igualdad (1) de izquierda a derecha nos dice otra cosa, a saber, que si
conocemos la ley horaria 7(t) de una particula, esto es, su posicién como funcién del tiempo,
seremos capaces de estudiar la causa que provoca el movimiento (la fuerza F )

La astronomia y la fisica relacionada con ella son temas que siempre despiertan interés. Le

recomiendo la referencia [4] como una excelente lectura de algunos aspectos historicos.

2. La Ley de Gravitacién Universal

Uno de los descubrimientos cientificos mas notables de la historia es el de la Ley de Grav-
itacion Universal. Tsaac Newton (1643-1727) propuso que entre cualesquiera dos masas -sin
importar su composicion, de alli el calificativo de universal- se establece una fuerza atractiva y
encontrd una expresion para dicha fuerza.

Utilizando sus leyes de movimiento, Newton fué capaz de demostrar que la fuerza de
gravedad sigue la ley del inverso de los cuadrados. La teoria gravitacional de Newton nos
permite estudiar los movimientos celestes. Esta la teoria de gravitacion fue sustituida en el
primer cuarto del siglo XX por la teoria de gravitacién de Einstein (la relatividad general), que

en muchos casos se puede aproximar razonablemente por la teoria de Newton.

2.1. Interaccién entre dos masa puntuales

En términos modernos la ley de Gravitacion Universal establece que:
Entre dos particulas puntuales cualesquiera de masas my y ms separadas por una distancia

r se establece una fuerza de atraccion dirigida a lo largo de la linea que une a las particulas y



cuya magnitud estd dada por

(2)
donde G' es una constante
La constante GG, denominada constante de gravitacién de Newton, debe determinarse exper-

imentalmente y en el sistema internacional de unidades tiene el valor [5]:

N x m?

G = (6.6726 + 0,0088) x 10~*
( Y Y ) X KgZ

(3)

Para reescribir la ley de gravitacién universal en términos de una formula designemos por o
al vector radial unitario que apunta de m; a mo, en ese caso, la atraccion gravitacional que m,

ejerce sobre msy esta dada por el vector

g (4)

2.2. Principio de Superposicién

Una de las propiedades mas notables de la fuerza gravitacional de Newton es que es aditiva,

es decir, que si queremos calcular la fuerza gravitacional que un conjunto de N masas puntuales

my, Mo ..., my ejerce sobre una masa puntual de prueba m solo hay que calcular la suma
- mm; .

donde ahora los vectores 1;,, son los vectores radiales unitarios que apuntan de la i—ésima

masa del conjunto hasta la masa de pruebal

Lotra manera de expresar la férmula (5) se desprende de observar que los versores 4, ; pueden representarse

como

Uim = 3 Tim
im



Ejemplo 1 FEsta breve presentacion nos ha dotado de suficientes elementos como para estudiar
algunas situaciones sencillas. Consideremos un conjunto de cuatro masas puntuales localizadas
en los vértices de un cuadrado de lado L. Queremos calcular la atraccion gravitacional (ﬁ) que
esta distribucion de masas ejerce sobre una particula de prueba colocada en el centro geométrico
del cuadrado.

En lugar de llevar adelante un cdlculo detallado (queda como un ejercicio sencillo de dlgebra
vectorial para el lector que debe resolverse como requisito para atacar la resolucion del problema
1) daremos un argumento muy sencillo que demuestra que la fuerza es nula. El argumento con-
siste en observar en que podemos agrupar las masas idénticas en dos pares de masas localizadas
en los pares de vértices opuestos del cuadrado. Cada una de las masas de cada par atrae a la
particula hacia su posicion con una fuerza de idéntica magnitud, de manera que las fuerzas

gravitacionales se cancelan a pares dando ua resultante total nula.

3. Energia Potencial Gravitacional

Nota al lector: Si usted ya estudio las notas que corresponden al estudio del movimiento bajo

la accion de fuerzas centrales puede saltar directamente a la formula (10) y al texto que le sigue.

No es dificil convencerse de que la fuerza de gravedad ejercida por una masa puntual es

donde los vectores 7, son los vectores de posicién relativa de la particula de masa m con respecto a cada una

de las m; y r3,, = ||7iml||3, lo que lleva a expresar el principio de superposicién como

al im
i=1 Tim



conservativa?. Con este objetivo recordemos que el trabajo realizado por una fuerza para llevar

a una particula entre los puntos A y B de una trayectoria C se calcula como sigue

B
w=[ Fdr, (6)
AC

ahora bien, si colocamos un centro de coordenadas en la masa gravitante (la fuente), el difer-

encial de trayectoria mas general posible de una particula de prueba estara dado por
dr' = dra, + dr’ , (7)

donde dr’, es un elemento de trayectoria ortogonal a la direccién radial construida a partir de

la fuente. Utilizando la ley de gravitacién universal resulta

Mm
2

Fdrf = -G

dr, (8)

,
de acuerdo a este resultado, los puntos A y B de la trayectoria C quedan identificados por sus
respectivas distancias al origen de coordenadas (r4, y rg) de manera que el calculo del trabajo

queda reducido al cédlculo de la siguiente integral ordinaria

s M
W:—G/B ar, (9)
TA r

y en esta expresion todo rastro de la trayectoria ha desaparecido, en definitiva, hemos demostra-
do que efectivamente la fuerza es conservativa. En consecuencia, existe una energia potencial

asociada a la fuerza central dada por la integral

e Mm

2
Tarb r

P
U(P) = — /mF.df: e, dr, (10)

2el argumento que discutiremos acd se generaliza para cualquier fuerza de la forma F' = F(r) i, esto es, para

cualquier fuerza central



donde P es el punto en que queremos calcular la energia potencial, y arb es un punto arbitrario.
Usualmente se toma el punto de referencia como el infinito (r,, = 00) y con ello se obtiene la
siguiente expresion final para la energia potencial gravitacional asociado a la interaccion de dos

masas puntuales M y m

Ur)=-G (11)

r

A partir de esta expresion la fuerza gravitacional sobre la particula de prueba se calcula
como:

- - oU dU
F:— :—7/\ —7/\
vu or tr dr tr

(12)

Es claro que el principio de superposicién implica que la fuerza gravitacional que un sistema
de N masas gravitantes ejerce sobre una masa de prueba también es conservativa y que en ese

caso la energia potencial gravitacional entre el sistema gravitante y la masa de prueba es

N m M,

U(r) :—GZ:

(13)

T
donde m es la masa de prueba, las M;’s son las masas de las particulas que constituyen el
sistema gravitante y las cantidades r; son las distancias que separan a estas de la masa de
prueba.

Si recordamos la definicién de la energia potencial podemos interpretar a la energia potencial
gravitacional (U) como trabajo que hay que efectuar en contra de la gravedad para traer una

particula de masa m a velocidad constante desde el infinito hasta una distancia r de M.



4. Distribuciones de Materia

Probablemente uno de los resultados méas notables (de hecho el que permite usar la férmula
de Newton para estudiar el movimiento de objetos celestes) de la teoria de gravitacién de
Newton consiste en demostrar que para cualquier particula de prueba de masa m colocada en
la regién del espacio exterior a una distribucién® de materia esférica de radio R y masa M, la
atraccion gravitacional que la esfera ejerce sobre la particula es idéntica a la que una particula

de masa M colocada en su centro de la esfera ejerceria sobre la masa de prueba, esto es:

- Mm

donde r > R es la distancia entre el centro del cuerpo esférico y la masa de prueba y u, el
vector unitario que apunta radialmente del centro de la esfera hacia la masa de prueba.

Expresado en otros términos: la atracion gravitacional que una distribucion de masa con
simetria esférica ejerce sobre una particula puntual colocada en la region exterior a la distribu-
cion de masa es igual a la que ejerceria una particula puntual cuya masa fuera la misma de la
de la distribucion y colocada en el centro de esta.

Este resultado puede generalizarse aun mas para probar que la fuerza gravitacional entre
dos distribuciones esféricas de materia es la misma que entre dos particulas puntuales. Esta es
la clave de la aplicacién de la ley de gravitacién universal de Newton al estudio de las érbitas
planetarias.

En particular, puede demostrarse que (usted deberd memorizar este resultado), para una

esfera solida de radio R cuya masa (M) se distribuye uniformemente la atracciéon gravitacional

3es decir, un cuerpo extendido



sobre una masa (puntual) de prueba m localizada a una distancia r del centro de la esfera

estd dada por?

N

Figura 1: Una esfera sélida homogénea de radio R ejerce atraccion gravitacional sobre una masa

de prueba. El vector unitario @, se muestra en negritas (u,).

- —kmru, sir<R
F— , (15)
—Gm%ﬁr sir>R

donde 1, es el vector radial unitario usual y
M
Se puede demostrar que -si utilizamos el punto en el infinito como referencia de la energia

potencial- la energia potencial de la que se deriva esta fuerza es

kmr?/2 - 3GmM sir <R

—GmA sir>R

3

4no demostraremos este resultado en este curso ya que el cdlculo es engorroso y escencialmente idéntico
al calculo de la fuerza electrostatica entre una esfera electricamente cargada y una carga de prueba puntual,

problema que se estudiard en el siguiente curso de fisica



4.1. Densidad de masa

Material Densidad (gr/cc)
Alcohol etilico 0.79
Hielo 0.917
Aceite de oliva 0.92
Agua 1.00
Aleaciones de acero 7.6-8.9
Mercurio 13.6
Iridio 224

Cuadro 1: Con el fin de dar una idea de los 6rdenes de magnitud, acd tiene una tabla de

densidades para algunas sustancias

Para poder calcular la traccion gravitacional ejercida por cuerpos extendidos es necesario
introducir una nocién nueva. La forma en que se distribuye la masa de un cuerpo se describe a
través de una cantidad denominada densidad de masa. Si un cuerpo es uniforme (esté consti-
tuido de un solo material, se dice que es hoogéneo, y su densidad® p resulta ser una constante
dada por: p = M/V donde M es la masa del cuerpo y V' su volumen. Cuando el cuerpo no es
homogéneo las cosas se complican un poco y es necesario recurrir a la nocién de limite para

definir la densidad de un elemento muy pequeno del cuerpo como:

i dm
p:d‘/}:}nrlg)o Wgen (18)

%a veces -cuando aparezca alguna confusién posible con el uso que se esté dando a la la letra griega p,

utilizaré la letra D para designar a la densidad

10



Donde dm es la masa del pequeno elemento de volumen y d V., es el volumen generalizado
infinitesimal del cuerpo (un elemento de longitud si el cuerpo es un filamento infinitamente
delgado, un area si el cuerpo es una superficie sin espesor y claro, un volumen tridimensional
estandar si el cuerpo es algo menos exotico).

Utilizando la definicién de densidad, podemos utilizar nuestros conocimientos basicos de
calculo para imaginar a un cuerpo extendido como una coleccién infinita de elementos de masa

dm y masa total:

M = dm:/ P d Ve, (19)
cuerpo cuerpo

4.2. Fuerza gravitacional entre una masa de prueba y una distribu-

cion de materia

La discusion acerca de las distribuciones de materia combinada con el principio de superposi-
cién nos permite entender la manera de calcular la interaccion gravitacional entre un cuerpo de
masa M y una masa de prueba. La idea es sencilla, basta con imaginarnos al cuerpo como com-
puesto por un enorme ntimero de elementos de volumen infinitesimales de masa d M = p dVye,.

Cada elemento de masa ejerce una atraccion gravitacional sobre la masa de prueba dada por

mdM

dF = -G i (20)

r2
donde 1, es el vector radial unitario que apunta del elemento de masa hacia la masa de prueba.

El principio de superposicién implica que la fuerza de atraccién neta que el cuerpo ejerce

sobre la masa de prueba debe expresarse como una suma, que por supuesto va a corresponder

11



Figura 2: Geometria para el calculo de la atracciéon gravitacional que un cuerpo finito ejerce

sobre una masa puntual.
a una integracion sobre todos los elementos de masa, de manera que
- dM AVyen .
F:—Gm/Tﬁr:—Gm/pifuT (21)
r r

Para calcular la energia potencial gravitacional asociada ala fuerza que el cuerpo masivo

ejerce sobre la particula de prueba debemos calcular el resultado de la expresién
Ta Ven ~ —
U:—/ Fﬁ=—/me/pd;14dw (22)
o0 r

Esta formula es ciertamente aparatosa pero puede interpretarse muy facilmente para per-

mitirnos llegar a un resultado. Basta con notar que el trabajo realizado por la fuerza F es
exactamente igual a la suma de los trabajos por cada uno de los elementos infiitesimales de

fuerza dF. Cada uno de estos trabajos infinitesimales lleva a un trabajo elemental

T -1 r dv en A — dV en
aw = [ aF.dr= [ Fmp;7me:—Gmps7. (23)
[e%s) o) T T
Al recordar que U = —W obtenemos sin problema que la energ—-ii a potencial gravitacional

12



asociada a la interaccién entre la masa de prueba y cada elemento de volumen es

AU = —G o LW sen
.

5 (24)
de manera que la energia potencial que debemos asociar a la interaccién entre la masa de prueba
y el sistema gravitante es

U:—Gm/pd:/ge" (25)
Vv

5. Ejemplos

Ejemplo 2 Con el fin de dar una idea del tipo de andlisis envuelto en el estudio de la atraccion
gravitacional ejercida por cuerpos extendidos consideremos el cdlculo de la atraccion gravita-
cional que una barrita uniforme infinitamente delgada de longitud L (esto es, un segmento) y
masa M ejerce sobre una masa puntual m (masa de prueba) localizada sobre la recta definida

por el segmento a una distancia D de uno de los extremos.

0 L , L+D

Figura 3: Una barra muy delgada de longitud L ejerce atraccién gravitacional sobre una masa

de prueba. Las distancias se miden desde el extremo izquierdo de la barra.

Con el propésito de llevar adelante el cdalculo utilizaremos un sistema de coordenadas definido
por un vector unitario (5) paralelo al segmento y que apunta de este a m. Como el cuerpo es

unidimensional, la densidad apropiada -que designaremos como \- se denomina®: densidad lineal

Scuando halla posibilidad de confusién utilizaremos Dy;, en lugar de la letra griega A

13



de masa, y en vista de lo que aprendimos en la seccion anterior pondremos:

A= (26)

La base del cdlculo consiste en echar mano del principio de superposicion para calcular la
atraccion gravitacional como la suma de las fuerzas gravitacionales ejercidas por cada uno de los
elementos de masa. Cada elemento infinitesimal de masa d M ejerce una fuerza gravitacional

infinitesimal dada por

iz (27)

donde s = x + D es la distancia entre el elemento de masa y la particula de prueba.
De acuerdo a la formula anteriro, y al principio de superposicion la fuerza neta sencilamente
es la suma de la atraccion gravitacional ejercida por cada elemento de masa del cuerpo, esto

es:
ﬁ:Zdﬁ:/ dF . (28)

filamento
Ahora bien, la masa de cada elemento estd dada por d M = Adx donde dx es un elemento

infinitesimal de longitud a lo largo de la barrita, definiendo x = 0 como la coordenada del

extremo de la barrita mas alejada de la particula de prueba y recordando que A es constante,

queda:
— L dx A~
m 0 @t DY 1
M1 1 R
- _ R ] 2
Gm T [D L+D} ' (29)

un poquitin mds de manipulacion nos permite poner esto en la forma (ejercicio)

M.
ey (30)

F = -G

S

14



donde s = \/D(L + D), esta dltima formula para la fuerza gravit. es la misma que la formula
correspondiente a la atraccion entre dos particulas puntuales de masa M y m separadas por
una distancia s, de manera que la barrita ha sido sustituida por una particula puntual efectiva
colocada a distancia s de la masa de prueba.

Alguien podria haber dicho que la sustitucion del cuerpo extendido por una masa puntual re-
sultaba esperable, e inclusive podria haberse atrevido a conjeturar que la posicion de la particula
efectiva deberia haber coincidido con el centro geométrico del cuerpo extendido (en este caso la

7, en efecto, la distancia entre la masa de prueba

barrita), sin embargo este iltimo no es el caso
y el punto central de la barra es D + L/2 (= (L + D, D )grim = [(L+ D) + D]/2, que no es
otra cosa que la media aritmética de las distancias entre la masa de prueba y ambos extremos
de la barra), mientras que s = (D, L)gecometric €5 la media geométrica de las distancias entre

la masa de prueba y ambos extremos de la barra®, cantidad que en general no coincide con la

media aritmética.

Ejemplo 3 Una particula de prueba estd localizada en el centro de un semianillo infinitamente
delgado de radio R masa M distribuida uniformemente. ;Cudl serd la atraccion gravitacional
que el anillo ejerce sobre la particula de prueba?

Para estudiar este problema comencemos por colocar un sistema de coordenadas polares cuyo

origen coincida con la particula de prueba (usted debe hacer todos los graficos necesarios

"més adelante veremos que el centro geométrico de la barrita tiene un significado fisico de interés: un punto

denominado el centro de masa de la barra

8]a media geométrica de un conjunto de p nimeros z1, Za, ..., &, se define como (1, T2, ..., Tp ) geometric =

(1 % ... % x,)1/P

15



para entender este ejemplo). De esta manera, el vector de fuerza gravitacional ejercido por

un elemento infinitesimal de semianillo es
dF = dF i, (31)

donde dF' es la componente radial de la fuerza y u, es el vector polar usual. Claramente

Gmdm Gm
TR R

dF Rdg (32)

donde -debido a que la masa estd distribuida uniformemente- A = %. al sustituir i, resulta

- GmA 4 A ~
F = 72 {/0 (cos¢z+sen¢j) qub}
GmA e o T
= & R {Z/o d¢cos¢+j/0 S€n¢d¢}
GmA/\, 2mM’\

Bpi= "

(33)

Es interesante observar que la componente horizontal de la fuerza gravitacional ha desapare-
cido, esto se debe a la simetria del objeto que genera la fuerza, en efecto, por cada diferencial
de masa que ejerce un elemento de fuerza, hay un diferencial de masa -de la misma masa- que
se encuentra situado en una posicion simétrica con respecto al eje y del primero, de manera
que las componentes horizontales de las fuerzas gravitacionales que ambos elementos de masa

ejercen sobre la masa de prueba se cancelan.

Ejemplo 4 Considere un sistema gravitante constituido por disco plano homogéneo de masa
M y radio R. Encuentre la energia potencial gravitacional de interaccion entre dicho objeto y
una particula de prueba que se desplaza a lo largo del eje del anillo.

Vamos a levar a cabo el cdlculo por dos métodos diferentes. El primero (el método mds

doloroso) consistird en encontrar la fuerza de interaccion gravitacional para luego calcular la

16



Figura 4: La geometria del problema: m y dM son la masa de prueba y un elemento diferencial

de masa.

energia potencial. Fl seqgundo método -mucho mds sencillo- utilizard directamente los resultados
que hemos presentado durante las discusiones teoricas de las secciones anteriores.

En ambos casos, vamos a utilizar coordenadas “cilindricas”. Fstas coordenadas son real-
mente sencillas. Consisten en utilizar coordenadas polares para todos los planos paralelos al
plano x — y y una altura z para diferenciar entre estos planos de manera que cada punto del
espacio se localiza con: su distancia (p) al eje z, un dngulo (¢) que tipicamente se mide con
respecto al eje x, y la altura z. De acuerdo con estas coordenadas y con la geometria del proble-
ma, el vector de posicion del elemento de masa es Tqn = pi,, mientras que la masa de prueba
esta localizada en v, = 2k,

Para entrar en materia recuerde el principio de superposicion (lo hemos usado en los ejem-

plos anteriores) que nos permite expresar la fuerza gravitacoinal que un elemento infinitesimal

17



de masa ejerce sobre la particula de prueba como:

mdM
r3

dF = -G

d (34)
donde 7" es el vector de posicion de la particula con respecto al elemento de masa (dM ),
7= —pi,+ zk, (35)

y r su magnitud que se calcula trivialmente con la definicion:

ro= VER=\(-piy+ 2h) . (—pi, + o) = (36)
N e (37)

en resumen,
QF = —Gmam X =P, GE—pl)odd (38)
(22 + p2)*"? (22 + p2)*"?

donde hemos usado que el elemento de masa es AM = o dA siendo o la densidad superficial de
masa del disco, y dA el drea del elemento de masa.

Aun nos falta un detalle. El cdlculo del elemento de drea que aparece en la expresion para
dA. Para ver como se hace recordemos que en el plano del disco las coordenadas cilidricas no
son otra cosa que coordenadas polares (en que ponemos p en lugar de r y ¢ en lugar de 6. La
expresion de la velocidad en coordenadas polares (en la notacion que habiamos estado usando
hasta este capitulo) es U = 71, + r0Gg. De acd siqgue de inmediato que un desplazamiento
infinitesimal descrito en coordenadas polares se expresa como dir = dru, + rdfug. Los dos
vectores infinitesimales dru,. y rdf ug forman el rectangulito curvo que se ve en la figura adjunta

cuya drea infinitesimal es dA = |dri, X rdf ts| = rdf dr.

18
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Figura 5: Un rectangulito infinitesimal de lados dr y rdf forma el elemento diferencial de area

(dA = rdf dr) natural para las coordenadas polares.

Al expresar el diferencial de drea del elemento de masa en coordenadas cilindricas (dA =

pdpde) para sustituirlo de vuelta en la formula (38) queda

(zk —pi,)opdpd

dF =-Gm : (39)
(22 + p?)*”
y por lo tanto
- 27 zk: pu,) pdpdo
F=—-Gom / / 2 +pp )3/2 (40)

Ahora bien, para poder comparar esta manera de hacer las cosas con lo que usted encon-
trard en cualquiera de los libros de fisica bdsicos (Resnick, Sears, etc) observe lo siguiente, si

llamamos 0 al angulo que el vector ¥ forma con el eje z resulta que

z
COSQ = m (41)
senf = — P (42)

(22 + )"
y recuerde que, U, = cosp1+ sen¢ j. Esta ultima férmula nos permite ver con claridad que,
en vista de que la integracion en ¢ es en un periodo completo, la integral que contiene al 1,

desaparece trivialmente dejandonos con:

F=Fk (43)



donde (luego de integrar en ¢ para obtener un factor de 2m:

R
FZ:—27TGamz/ : pdp (44)
0

que es la formula basica que usted va a encontrar en la literatura.

Ahora bien, ;como es la cosa?. En la literatura usual se argumenta que se va a considerar
un anillo plano infinitamente delgado de radio interno p; debido a la simetria del problema, la
unica contribucion a la fuerza neta va a venir de la componente vertical de la fuerza que un
elemento de masa d M ejerce sobre la particula de prueba, y la componente vertical de la fuerza
infinitesimal es:

dF, = —dFgcost (45)

donde, claro: dFg = GmdM/r* yr = /p2 + 22 y cos® = z/r. Adicionalmente, la masa del
anillo es d M = o x longitud ancho = o x (27 p) d p. Al sustituir estas cantidades en la formula
(45) e integrar en p entre 0 y R recuperamos el resultado “doloroso” (44).

La formulacion dolorosa nos ha permitido exhibir explicitamente la cancelacion de las com-
ponentes de la fuerza ortogonales al eje z, no pretendemos decir que la técnica “larga” sea
mejor, solo queremos mostrar de manera explicita todo lo que se esconde detrds del argumento
de simetria y como cada uno de los resultados usuales de la literatura se pueden obtener por
fuerza bruta.

Al sustituir 0 = M /A = M/(m R?) e integrar (43) obtenemos finalmente:

Observe que como (para z > 0) el primer término de la expresion encerrada por los corchetes es

~

Ji (46)

- M

menor que el sequndo la expresion completa es negativa, y que por lo tanto la fuerza es atractiva
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como era de esperarse. Hay que tener un poquito de cuidado con la fraccion z/v/ z? en un ataque
de inocencia podemos estar tentados a decir que el valor de dicho cociente es 1, sin embargo

eso es falso ya que V22 = |z| y por lo tanto z/V 22 = sign(z) asi que la expresion final para la

fuerza es:
— M ~

A partir de esta expresion podemos calcular el trabajo que se hace en contra de la gravedad
al mover a la particula de prueba entre dos posiciones localizadas a lo largo del eje del disco en

posiciones z1 Y 2o,

L M =] oz | oo
VV:—/F.dr:—QGmRQ/Z1 lM—szgn(z)] k.dz k. (48)

Recordando que si escojo la posicion inicial en forma arbitraria esto no es mds que la energia

potencial gravitacional y tomando z; = 0 queda:

U:—QGm}]\é V2 + R -] (49)

Repitamos el mismo calculo tomando el mejor atajo posible. Para ello comencemos por
recordar que la energia potencial gravitacional de un sistema gravitante en interaccion con una

particula de prueba es
N ’I’)”L]\4Z

U(r) = -G ; (50)

)
i

lo que implica obviamente que si el sistema es continuo debemos poner (recuerde la formla 25):

U:—Gm/di\/l. (51)
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De acuerdo con esto, para calcular lo que queremos nos basta con calcular la energia potencial

de interaccion entre la masa de prueba y un elemento diferencial de masa del disco, esto es:

mdM
r

dU = -G

(52)

donde, en el cdlculo anterior habiamos encontrado cada uno de los elementos que debiamos

usar en esta formula, a saber: dAM = o pdpdo y

r=llpi, - 2kl = 22 + 2. (53)

Al sustituir queda

de manera que al integrar con los limites apropiados se obtiene el resultado parcial:
2m R pdpde R d
pap pap
U=-G / —=27G —_— 55
HER S V22 + p? e, V2?2 + p? (55)

esto es:

U = —2n1Gmo {\/z2+R2—|z|} (56)

2GmM
= (V2 + R - |2 (57)
Ejemplo 5 Considere el sistema gravitante del ejemplo anterior. Considere una particula de
prueba se encuentra a una altura hy sobre el plano del anillo viajando hacia este a lo largo
del eje con rapidez inicial vy. ;Cudl serd la energia cinética de la particula de prueba cuando

alcance una nueva distancia h del plano del anillo?
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Como, segun el teorema de conservacion de la energia, el cambio de energia cinética de la

masa de prueba es igual al cambio en su energia potencial obtenemos que
GmM
AT = &7 {[\/h2+R2—|h|}—[«/h3+R2—|ho|]}: (58)

R2
S [V R - i ] kel - a1} (59)

R2

En este resultado final vale la pena observar que si |h| < |hg| (es decir, si la distancia de la
masa de prueba al objeto gravitante se ha reducido) la variacion de la energia cinética es positiva
lo que es razonable en vista de quela gravitacion es atractiva lo que implica que el movimiento
de la masa de prueba al acercarse hacia el disco debe ser cada vez mds rapido. Reciprocamente,
si |h| > |ho| el cambio de energia cinética es negativo (la particula pierde energia cinética porque

esta ganando energia potencial.

6. Problemas Propuestos

Los problemas constituyen una herramienta de aprendizaje y su utilidad depende de que la
herramienta sea correctamente utilizada. Trate de resolver los problemas por usted misma(o),
un libro con problemas resueltos en detalle solo le va a ensenar que hay tipos listos que saben
resolver los problemas (pero eso usted ya lo sabe, o es que cree que los avances tecnoldgicos
aparecen solos). Los solucién de los problemas propuestos en estas notas no requiere informacién
adicional a la contenida en las notas (por eso los coloqué aqui) lo tinico adicional que hace falta

es querer intentar, hagalo.

Problema 1 FEncuentre la atraccion gravitacional que tres particulas puntuales de masas idénti-

cas (M) localizadas en los vertices de un tridngulo equildtero ejercen sobre una particula de
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prueba colocada en el centro geométrico de la distribucion de masas centro.

Problema 2 Utlice las discusiones de estas notas para demostrar que la magnitud de la acel-

eracion de caida de un cuerpo colocado cerca de la tierra es muy cercana a 9,8m/s*
Problema 3 Utilice el problema anterior para estimar la masa de la tierra.

Problema 4 El radio orbital medio de la tierra es de unos 149 x 10% millones de Km. Estime

la masa del sol.

Problema 5 Considere la barrita del ejemplo (2) y una masa de prueba m colocada a una
distancia v de la mediatriz del segmento formado por la barrita. ;Cudl es la fuerza atraccion

gravitacional que la particula ejerce sobre la barrita®?

Problema 6 Utilice lo que aprendio resolviendo el problema anterior para encontrar la fuerza
gravitacional que una barra homogénea ejerce sobre particula colocada a distancia z sobre un

eje perpendicular a la barrita y que pasa por un extremo de esta.

Problema 7 Una particula de prueba estd localizada en el centro de un anillo infinitamente
delgado de radio R masa M distribuida uniformemente. ;Cudl serd la atraccion gravitacional

que el anillo ejerce sobre la particula de prueba?

Problema 8 Una variante muy divertida del problema anterior es la siguiente. Una particula
de prueba estd localizada en el centro de un arco infinitamente delgado de radio R masa M
distribuida uniformemente. El arco se extiende a lo largo de 1/4 de circunferencia ;Cudl serd la

atraccion gravitacional que el anillo ejerce sobre la particula de prueba?

9 Ayuda: Recuerde que la fuerza es un vector, considere un sistema de coordenadas adecuado y todas las

componentes de dF
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Problema 9 Imagine que la masa de la tierra estuviera distribuida uniformemente y que
fuéramos capaces de perforar un tunel que uniera dos puntos antipodales del planeta. ?Cémo
seria el movimiento de una particula de masa m (usted por ejemplo) que se soltara desde una

de las entradas del tunel.

Problema 10 El problema anterior tiene una variante. ?Qué ocurriria si el tunel no pasara

por el centro de la tierra? (es decir, si tuviera la geometr” it a de una “cuerda”).

Problema 11 Considere un objeto cuya forma es la de una esfera sélida de radio a al que
se ha extraido una cierta cantidad de materia dejando una cavidad esférica concéntrica con la
esfera original. El radio de la cavidad es b(< a). Encuentre la fuerza gravitacional con que este

objeto atrae a una masa de prueba colocada en cualquier punto del espacio.

Problema 12 Demuestre la formula (17)
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