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Capitulo 1
Cinematica

Ejemplo 1 Un carrito se desplaza a lo largo de una pista horizontal recta con rapidez vg. Al
pasar por un cierto punto un canoncito situado justo al lado de la pista dispara un pequeno pro-
yectil con una rapidez inicial 4 vy e inclinacion de 60° -hacia arriba- con respecto a la horizontal

en sentido contrario al que se desplaza el carrito.

1. Encuentre la ecuacion de la trayectoria del proyectil seqgun la describe un observador lo-

calizado en el carrito.

2. +Cudl serd la distancia entre el carrito y el proyectil cuando este tultimo se encuentre de

nuevo a la altura de la pista?

Solucion Este problema es bastante sencillo. Para atacarlo basta con notar dos cosas. En
primer lugar, que un observador comovil con el carrito es inercial, y que por tanto la aceleracion
del proyectil para un tal observador es la aceleracion de gravedad; en segundo lugar, que si la

posicién del proyectil en el sistema de referencia comovil con el carrito es r(t) entonces

r,(t) =r.(t) +r(t) (1.1)



donde r.(t) y r,(t) son los vectores de posicién del proyectil y del carrito con respecto a un
observador fijo en tierra respectivamente. Tomando como referencial en tierra un sistema loca-
lizado en el punto en que se encuentra el canon y como instante inicial (¢ = 0) el instante del

disparo, resulta:

t2
ry(t) = Vite, +(V, — 97) e, donde: V,=—V cosb V,=+Vsenby, (1.2)

r(t) = wté,. (1.3)

De aca sigue inmediatamente que:

gt?

r(t) = (Vo —w) te, + (v, — &

)&y (1.4)

Como obviamente V' y 6 son la rapidez del proyectil en la boca de fuego y el angulo de inclinacion

del cafion respectivamente, V = 4v y 6 = 60°; al sustituir estos valores en (1.4) resulta:

1 3 t2 t
r(t) = 2(t)é, +y(t)e, = (—4x 5—1)v0tém+(4£ wt-9)e, = —BUotéx+(2\/§v0—%)téy

2 2
(1.5)
La ecuacién de la trayectoria se consigue sin mayor problema al expresar t en funcién de x en
(1.5) y sustituir en y(¢), se obtiene finalmente la ecuacién de la trayectoria segtin un observador
comovil con el carrito:

\/g g 2

— Y2,
y() 37 180"

(1.6)

Es evidente que aparte de el instante inicial, el proyectil vuelve a estar a altura 0 en el instante
’ Vo
' =43= (1.7)
g
y que en ese instante la coordenada z de r(t) serd

x(t') = —12 \/évg (1.8)



y en consecuencia la distancia entre el carrito y el proyectil en ¢’ sera:
02
d=|z(t")] =12v3-2. (1.9)
g

Ejemplo 2 Un avion de rescate que vuela horizontalmente con una rapidez rapidez vy se en-
cuentra a una altura h sonbre el nivel del mar. El avion deja caer un cajon con suministros
tratando de impactar en un bote que en el momento del lanzamiento estd localizado a una dis-

tancia d de la vertical de la de la proa del avion. El bote se desplaza con rapidez ug en el mismo

sentido del avion.

1. sCual deberd ser la rdpidez del avion para que el cajon haga blanco en el bote? (exprese

su respuesta en funcion de d, h y upg).

2. Encuentre la ecuacion de la trayectoria del cajon segun la describe un observador que se

encuentre en el bote.
El mov. del cajon en el sistema de ref. del bote es:
r(t) = ((va —ug)t—d)é; + (h— gt*/2) &

el tiempo de vuelo del cajon es: t, = 2h/g. Para que el impacto tenga lugar es menester

que x(t,) = 0, es decir:

d
UA:d/tv+uB:uB+ﬁ



Capitulo 2
Dinamica

2.1. Problemas Elementales

Ejemplo 3 Una fuerza F = Fyé, (Fy > 0) actia sobre un sistema de tres bloques como
muestra la figura adjunta. Los bloques se mueven solidariamente y no hay friccion entre el piso
y los bloques que se encuentran sobre este. Utilizando el sistema de referencia usual (€, apunta

hacia la derecha y €, hacia arriba),
1. Encuentre la fuerza de roce que actia sobre Ms [5 pts].

2. Encuentre la fuerza que la cuerda ejerce sobre My [5 pts].

Ty

M2 1

Solucién



Este problema también es bastante sencillo, en efecto, la condiciéon acerca del movimiento
de las particulas permite asegurar que la aceleracion del cajén de masa Mz es la misma que la
del sistema compuesto de masa M = M; + My 4+ M3, es decir:

F _F,

as a

por otra parte, la inica fuerza horizontal que actiia sobre Mj3 es la componente horizontal de la
reaccién (A®) = )x‘(‘?’)éx +)\(f) é,)de My sobre Ms, es decir: el roce, y en consecuencia, la solucién
a la parte (a) del problema es:

Fy .
€y
My + My + M3

AVe, = Myas = My (2.2)

Para la parte (b) del problema basta con notar que si denotamos por T a la fuerza que la
cuerda hace sobre M; y ponemos T = T'e, la ecuacion de movimiento para el movimiento de

M; en la direccién del vector €, es sencillamente:
T—I—F() :Mla (23)

de donde, sustituyendo el resultado que obtuvimos en (2.1) se obtiene

My + M.
T = —% Fyé, (2.4)

finalmente, recordando que la cuerda es ideal, podemos asegurar que la fuerza (T') que esta

ejerce sobre M, es'
Myt My
M

Observacién: otra forma muy simple de calcular la fuerza que la cuerda ejerce sobre M,

T =-T Foé, (2.5)

consiste en notar que la fuerza neta que actiia sobre el sistema formado por las masas My y M3

es precisamente TV y que en consecuencia:

T — (M, + My)a— %Fo &, (2.6)

10JO: recuerde que T’ NO es la reaccién a T



2.2. Problemas sencillos con roce

Ejemplo 4 Sobre un bloque de masa M que estd en contacto con una pared vertical rugosa a
lo largo de la cual puede desplazarse, actia una fuerza horizontal (en sentido hacia la pared)
de magnitud 2M g. Sabiendo que el bloque se mueve inicialmente hacia arriba con rapidez vy y

que los coeficientes de roce dindmico y estdtico entre M y la pared son g y e = 2jiq,
1. Encuentre la altura mdxima que alcanzarda M.
2. El minimo valor del coeficiente de roce estdtico que asequre que M se mantenga en su
posicion final.

Solucién

La situacion fisica esté representada en la figura 3.

Figura 2.1: La flecha delgada indica la veloidad inicial del bloque, mientras que F es la fuerza

aplicada sobre el cuerpo

Para hallar la altura maxima (sobre la posicién inicial) que alcanza el bloque basta con usar

el teorema del trabajo y la energia para poner?

T — Ty = —mgh — ugFh (2.7)

2Recordemos el enunciado del teorema del trabajo y la energfa. Si A y B son los puntos inicial y final del
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de donde (T = 0):
T
h—_ A
mg + paF'
al sustituir /' = 2mg resulta
I
2(1+ 2pa)g

En el punto B las tnicas fuerzas que actian sobre el bloque son, F, el peso y la reaccién (A)

que ejerce la pared. El roce estatico ()) es la componente de la reacciéon que es tangente a
la superficie, en consecuencia, A es la tnica fuerza alineada con el peso. Para que el bloque
permanezca estdtica en el punto en que se detiene (B), la fuerza vertical neta debe anularse, lo
que implica
mg = Ay,

en el caso extremo A = ji|A .| donde A; es la componente de la reacciéon ortogonal a la pared
y que en el problema que estamos estudiando compensa exactamente la fuerza F, de manera
que A; = 2mg. De alli sigue que

mg = fle 2myg

de donde se concluye que p, > 0,5

movimiento, Tp —Ta = Wieto donde W,et,, es el trabajo realizado por la fuerza neta aplicada sobre la particula.
En la situacién planteada la fuerzqa F y la componente de la reaccién ortogonal a la pared (Ay) no hacen

trabajo, mientras que —mgh es el trabajo realizado por el peso y —ugF'h el trabajo realizado por el roce ().

9



Ejemplo 5 Sobre un blogue de masa M que estd en contacto con un plano inclinado rugoso a
lo largo del cual puede desplazarse, actia una fuerza ortogonal al plano (en sentido hacia este)
de magnitud aMg (o > 0 es una constante adimensional). Sabiendo que el bloque se mueve
inicialmente hacia arriba con rapidez vy, que los coeficientes de roce dindmico y estdtico entre

M y la pared son g y e y que el dngulo que el plano inclinado hace con la horizontal es 6
1. Encuentre la altura mdzima (por encima de la posicion del bloque) que alcanzard M.

2. El minimo valor del coeficiente de roce estdtico que asequre que M se mantenga en su

posicion final.

Solucion

Este problema es bastante parecido al anterior asi que esta vez no escribiremos tantos
detalles.

Para hallar la altura maxima (sobre la posicion inicial) que alcanza el bloque basta con
usar el teorema del trabajo y la energia para poner (A y B son los puntos inicial y final del

movimiento, y s = h senf es el recorrido a lo largo del plano inclinado)
Tg —Ts=—Mgh — pq|AL| hsend = —(Mg + g, send F)h (2.9)

en donde A, es la componente de la reaccion del plano sobre el bloque perpendicular al plano

inclinado. Observando que T = 0 obtenemos

Ty
h = 2.10
(Mg + pasent |A.|) (2.10)

por otra parte, las ecuaciones de movimiento del bloque permiten deducir que A\, = M gcosf+F,

y al sustituir F' = o M g resulta

2
Yo

= 2.11

h 2[1 + pa (cost + o) senb|g (2.11)

10



En el punto B las tnicas fuerzas que actian sobre el bloque son, F, el peso y la reacciéon que
ejerce el plano inclinado. Como sabemos, el roce estético es la componente de la reaccién que
es tangente a la superficie, es decir: A, luego es la tinica fuerza alineada con la componente del
peso a lo largo del plano inclinado. Para que el bloque permanezca en ese punto, la fuerza neta

a lo largo del plano debe anularse, esto es:
Mg sent = ), (2.12)

y en el caso extremo F,. = u.N donde N es la magnitud que ya hemos calculado la igualdad

que acabamos de escribir se expresa como

Mg sen® = p. (cos + a)Mg (2.13)

senf
de donde se concluye que p. > cos 0t o
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Capitulo 3

Dinamica del movimiento circular

Ejemplo 6 Un modelo a escala de una seccion de una montana rusa estd constituido por un
monoriel sin roce que es empujado violentamente por un resorte para obligarlo a moverse a lo
largo de una pista que consta de un primer tramo horizontal alto, un riel curvado que forma
un cuarto de circulo de radio R que obliga al tren a descender, un tramo vertical de descenso
de longitud 2R que le sigue y otro riel curvado formando otro cuarto de circulo de radio R que
obliga al carrito a volver a moverse horizontalmente en el mismo sentido inicial a lo largo de

otro tramo de pista en el que hay roce caracterizado por un coeficiente dindmico fi..

Conociendo la masa del carrito (m), la constante (k) y la compresion (z) del resorte antes

de liberar al carrito,

1. La fuerza que la pista ejerce sobre el carrito cuando este pase por el punto medio de la

primera trayectoria circular

2. La fuerza que la pista ejerce sobre el carrito justo después de que este entra en la zona

vertical del carrito, y

12



3. La longitud que debe tener el segundo tramo horizontal para que el carrito se detenga

totalmente

Comencemos por dibujar la situacién, segiin la explicacion que aparece en el planteamiento,
la pista del monoriel debe tener una forma aproximada a la que se muestra en la figura 3.

_%—

Figura 3.1: La cajita que se muestra representa al carrito cuyo movimiento inicial es haciala

derecha.

Si escogemos que la energia potencial gravitacional es cero a la altura del segundo trayecto

horizontal (el més bajo), podremos poner que la energia inicial del sistema es:
Loy
E = She +4Rmg (3.1)

En cualquier punto de trayectoria circular las fuerzas que actiian sobre el carrito son el peso y
la reaccién (A) de la pista. En particular, en cualquier punto del primer arco y escribiendo la
aceleracion del carrito en coordenadas polares centradas en el centro del arco la segunda ley de
Newton adopta la forma

W+ A =m (Rt — RE”q,)
pero, en estas coordenadas el peso y la reaccién se descomponen como W = mg(senf iy —
cosfu,) y A = A\ 0, (como no hay roce no hay componente tangencial de la reaccién de la

pista sobre el cqarrito), de manera que las ecuaciones de movimiento son:
mgsen = m RO (3.2)

13



—mgcosd+ A, = —m RG> (3.3)

En cualquier punto del primer trayecto circular y observando que la reaccion de la pista no

hace trabajo, podemos poner!

1
E =mg(3+ cost)R + 3 R?W? (3.4)
donde: w = 9|9. De acuerdo a esto,

2F
mRw = =~ 2mg(3 + cosh) (3.5)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.3) obtenemos

AL = mgcost — {% —2mg(3 + 0059)] (3.6)

Sustituyendo la energia inicial resulta

21
AL = mgcost — {E(in 2* + 4Rmg) — 2mg(3 + 0059)] =

2
= mgcost — lng T 2mg cos@] =

R
K x?
= 3mgcosh — l2mg — ?] (3.7)
En resumen, el resultado parcial es:
K x?
AL = mg(3cosh — 2) + = (3.8)

Al evaluar en # = 7/4 obtenemos que la reaccién de la pista sobre el carrito en ese punto es

3v/2 2
A= mg(T\/_ —9)+ % i, (3.9)

a altura sobre el nivel de energfa potencial nula es h = (3 + cosf) R donde 6 es elangulo que definimos como

0 en el punto més alto del circulo y 7/2 al final del primer arco

14



Justo después de pasar el final del arco de circulo el carrito queda en un movimiento vertical y
por lo tanto la pista no ejerce fuerza alguna sobre el carrito.
Finalmente, para asegurar que el carrito se detenga en el segundo tramo horizontal, el roce

debe consumir toda la energia inicial, de manera que
Lo
5%17 +4Rmg = pu.mgL
de donde sigue que la longitud de ese tramo del trayecto debe ser

| mgh e AR
e

15



Ejemplo 7 Un modelo a escala de una seccion de una nueva montana rusa estd constituido
por un monoriel sin roce que es empujado violentamente por un resorte para obligarlo a moverse
a lo largo de una pista con forma de loop (lazo) invertido. De manera que la pista consta de un
tramo horizontal, un riel curvado que forma un circulo completo cuyo punto mds alto estd al
mismo nivel que el primer tramo horizontal y un tramo horizontal de frenado que estd al final
del lazo (es decir, a la misma altura que el primer tramo) y que estd caracterizado por un
coeficiente de roce dindmico ..

Conociendo la masa del carrito (m), la constante (k) del reorte y el radio R del loop

1. ;Cual deberd ser la compresion inicial del resorte para asequrar que el carrito llegue al
tramo de frenado?. La fuerza que la pista ejerce sobre el carrito cuando este pase por el

punto medio de la primera trayectoria circular
2. La fuerza que la pista ejerce sobre el carrito cuando este ha recorrido 3/8 del lazo.

3. La longitud que debe tener el sequndo tramo horizontal para que el carrito se detenga

totalmente

Si escogemos que la energia potencial gravitacional es cero en el punto mas bajo del loop

podremos poner que la energia inicial del sistema esta dada por:
Lo
E = 5/-@17 + 2Rmg

En cualquier punto de la primera trayectoria circular las fuerzas que actian sobre el carrito son
el peso y la reaccién (Fg) de la pista, de manera que (escribiendo la aceleracién en coordenadas

polares con centro en el centro del loop)

W + Fpr = m(RAay — RA*q,)

16



pero, en estas coordenadas el peso y la reaccién se descomponen como W = mg(senf iy —

cosfu,) y Fr = Fu,, de manera que las ecuaciones de movimiento son:
mg senfl = mRO (3.10)
—mgcosh + F = —mRG> (3.11)

En cualquier punto del primer trayecto circular y observando que la reaccion de la pista no

hace trabajo, podemos poner
Lo o o
E =mg(1+ cost)R + §mR w
donde: w = 6|y. De acuerdo a esto,

2K
mRw? = = 2mg(1 + cosh)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.11) obtenemos

F = mgcos — {% —2mg(1 + cos@)] (3.12)

Sustituyendo la energia inicial resulta

2.1
F = mgcos — [E(§/€ 22 + 2Rmg) — 2mg(1 + 0059)] =

2
= mgcost — lng — % —2mg 0050] =

2
= 3mgcosf — lng — %1 (3.13)
En resumen, el resultado parcial es:
2
F =mg(3cosh — 2) + % (3.14)

La condicién para que el carrito pueda alcanzar el segundo tramo de la horizontal de la pista

consiste en que la normal en ese punto se haga nula, al evaluar esta condiciéon poniendo 6 = 27

17



obtenemos
2

FRzozlmm3—2y+%§]m

de manera que, en términos de las cantidades conocidas:

K x>

3_9)4+ 22—
mg( )+ 7

de donde:
2mgR
K

Tr =

Cuando el carrito ha recorrido 3/8 del recorrido el 4ngulo es § = 37 /4, sustituyendo este dngulo

en la férmula (3.14) obtenemos que la fuerza que la pista hace sobre el carrito en ese punto es:

Flocsess = my(Beos(3m/4) — 2) +w x (7202 R =
= mg(—?)g —2) +2mg) = —3mg§ (3.15)

en la direccion radial.
Finalmente, para asegurar que el carrito se detenga en el segundo tramo horizontal, el roce

debe consumir toda la energia inicial, de manera que

1
5/{ 2? + 2Rmg = 3mgR = pemgL

de donde sigue que la longitud de ese tramo del trayecto debe ser

_ 3R
Le

L
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Capitulo 4

Colisiones

Ejemplo 8 Un bloque de masa m = 3 Kg es disparado sobre un plano horizontal rugoso por
medio de un resorte de constante eldstica k = 300 N/m, el coeficiente de roce cinético entre el
bloque y el piso es p. = % El bloque golpea a una masa (M = 6 Kg) que cuelga inerte de un
techo sujeta por un hilo de longitud (¢ =1 m). Sabiendo que la rapidez del proyectil justo antes
del impacto es v = 4 m/s, que la colision ocurre en el punto de equilibrio del resorte y que la

colision es elastica
1. Calcule la compresion del resorte antes de lanzar al blogue de masa m.
2. Encuentre la altura mazrima que alcanza el bloque de masa M después de la colision

3. El cambio de momentum que sufre la masa m.

Solucion:
De acuerdo al teorema del trabajo y la energia, y llamando x a la magnitud de la compresién
inicial del resorte tenemos que
1 5, 1

2
—Mmu° = —KT* — WNgx
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ka? — 2umgr — mu?

i.e.

2ptemg + \/4,u2m292 + 4kmuv? pemg £ \/,uzm292 + kmuv?

T
2K K

como x es una magnitud, la solucion fisica es

2p.myg =+ \/4u§m2g2 +4kmv? pemg + \/u§m2gz + kmu?
xr = e
2K K

Para hallar la altura maxima que alcanza el bloque de masa M es menester encontrar la energia
cinética que este adquiere luego de la colisién, para ello usamos que (el momentum inicial del

sistema es p = Mv)

[ T

om  2M  2m

de donde sigue que
m
PP =(p—pm)+ Mp?\/[

m
(37 + D)pis — 2ppa = 0

i.e. (la solucién py; = 0 no es fisica pues coincide con ausencia de colision)

oM
- M+m

Pm p

(en términos de velocidades, la velocidad de la masa M luego de la colisién es: vy, = Azjf;n Del

ultimo resultado, y tomando la energia potencial gravitacional como 0 en la posicion inicial de

20



m hallamos la altura méxima que esta alcanza a partir de la igualdad (la reaccién de la pista

en la zona lisa no hace trabajo)
2

Py
Mgh = £
9= oM

1.e.

h:

1 y 1 <2Mp )2_ 2p?
Mg = 2M \M +m/) — g(M +m)?
Finalmente, el cambio de momentum que sufre m es sencillamente:

App = (Pm — D)€ =[P —Dym — | €& = —Dum €
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Ejemplo 9 Un bloque de masa m = 3 Kg es lanzado a lo largo de una pista por medio de un
resorte de constante eldstica k = 300 N/m, la pista esta compuesta por un tramo horizontal
y un arco de circulo de radio R = 1 m. El tramo horizontal es rugoso y el roce entre dicho
tramo de pista y m estd caracterizado por el coeficiente de roce cinético (. = %) El bloque
golpea a una masa (M =6 Kg) que se encuentra inicialmente en reposo en el punto en que la
pista comienza a ser curva. Sabiendo que la rapidez del bloque incidente justo antes del impacto
es v =4 m/s, que la colision ocurre en el punto de equilibrio del resorte y que la colision es

eldstica
1. Calcule la compresion del resorte antes de lanzar al bloque de masa m.
2. Encuentre la altura mazrima que alcanza el bloque de masa M después de la colision

3. El cambio de momentum que sufre la masa m.

Solucion:
De acuerdo al teorema del trabajo y la energia, y llamando x a la magnitud de la compresién

inicial del resorte tenemos que

Loy 1 5

—mu* = —Kx* — UMmge
0

ka? — 2uemgr — mu?
ie.

2pemg + \/4,u§m2g2 + 4dkmuv? pemg £ \/,ugm292 + kmuv?
xr = =
2K K

como x es una magnitud, la solucion fisica es

2ptemg + \/4,u§m2g2 +4xkmov?  pemg + \/,ugm2g2 + kmu?

T
2K K
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Para hallar la altura méxima que alcanza el bloque de masa M es menester encontrar la
energfa cinética que este adquiere luego de la colisién, para ello usamos que (el momentum

inicial del sistema es p = Mv)

de donde sigue que

5

i.e. (la solucién py; = 0 no es fisica pues coincide con ausencia de colisién)

+ 1)p3; — 2ppm = 0

oM
- M+m

Pm p

(en términos de velocidades, la velocidad de la masa M luego de la colisién es: vy, = z\zfﬁn Del

ultimo resultado, y tomando la energia potencial gravitacional como 0 en la posicion inicial de
m hallamos la altura méxima que esta alcanza a partir de la igualdad (la reaccién de la pista
en la zona lisa no hace trabajo)
2
Pum
Mgh = —
9= oM

i.e.

o L 1 (2Mp )2_ 2p?
9(

X e
Mg 2M \M +m M +m)?

Finalmente, el cambio de momentum que sufre m es sencillamente:

Apy = (pm —p) € =[P —pPv — Pl € = —Pum €
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