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1. Introduccion

Este es el ultimo tema del curso podria haber estado en algtin otro punto del programa pero
estd al final, esto tiene en primer lugar un propdsito docente: este es el tltimo tema porque nos
va a permitir integrar todas las destrezas que hemos desarrollado durante el curso. Este es un
objetivo importante en si mismo, la integracion de destrezas es fundamental para el aprendizaje,
sin embargo, esta no es la unica razon para haber escogido el tema de oscilaciones, quiza se
pudo haber pensado en otra cosa asi que en el proximo parrafo trataremos de explicarle la razén
de haber escogido precisamente este tema y no otro para concluir el curso.

El oscilador armoénico es uno de los sistemas fisicos no triviales mas sencillos que se pueden
concebir, a pesar de su sencillez, este sistema aparece una y otra vez en problemas de ciencias
e ingenierfa, en medicina aparece como modelo para describir ciertos problemas relacionados
con la concentracién de insulina en la sangre [ref....Brfaun], en teoria de circuitos aparece en
el andlisis de los circuitos RLC, también aparece cuando se consideran los movimientos de los
atomos en una red cristalina (esto es, en temas asociados a la ingenierfa de materiales) y por
supuesto, en diversos dispositivos mecéanicos, asi pues, el estudio del oscilador armoénico dista
mucho de ser un problema puramente académico y es de hecho un tema de estudio fundamental.

En varios de los problemas propuestos usted ha tenido la oportunidad de estudiar la ley
horaria

x(t) = Acos(wot), (1)



enre otras cosas usted debe haber quedado convencido de lo siguiente: si se define un vector
unitario €, orientado en el sentido de las x crecientes, la ley horaria representada en la férmula

1 tiene como causa la accién sobre una particula de masa m de la fuerza neta:
A . _ 2
F=—-kze, con: kE=muwg, (2)

en estos apuntes vamos a estudiar varios aspectos interesantes del problema.
Entre otros, vamos a mostrar (hasta donde sea posible dar una demostracién rigurosa) que
la segunda ley de Newton implica que si la fuerza que actia sobre una particula de masa m

tiene la forma 2 la unica posibilidad es que la ley horaria de la particula tenga la forma general
x(t) = Acos(wot + ¢), (3)

donde A y ¢ son constantes que deben determinarse a partir de condiciones fisicas, de hecho,

mostraremos este resultado al menos de dos formas distintas.

2. Cinematica

El movimiento descrito por la ley horaria
x(t) = Acos(wot + @), (4)

es conocido como movimiento arménico simple (abreviado MAS), vamos a empezar por discutir
algunos aspectos puramente cinematicos que usted podria haber descubierto en problemas
asociados a los temas anteriores.

En primer lugar, notemos que si en 4 sustituimos ¢ por ¢ + 27 /wy resulta que
x(t) = x(t 4+ 27 /wo) , (5)
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de manera que el MAS es un movimiento periédico de periodo

_271'

T (6)

Wo

al reciproco del periodo (es decir a la cantidad f = 1/T) se le denomina frecuencia y sus
dimensiones son ciclos/tiempo (en el SI serfan ciclos/s 6 Hertz). La cantidad A representa
la méaxima distancia que la particula puede alejarse de la posicion = = 0, esta cantidad se
denomina amplitud el dqngulo ¢ se denomina fase inicial y la cantidad A cos(¢) es la posicién
de la particulaent =0+2nm, n=1,2,3, ...

Finalmente una observaciénn en que se hace mucho énfasis en la literatura es la siguiente:
desde un punto de vista cinematico un MAS corresponde exactamente con la proyeccién sobre
un didmetro de un movimiento circular uniforma de frecuencia angular wy y radio A

De mucho menor importancia es el hecho de que si 9 es el dngulo complementario de ¢ (es

decir: ¢ + 1 = m/2 podemos expresar la ley de horaria MAS como
z(t) = Asen(wot + 1), (7)
otra forma de la expresar la ley horaria que representa al MAS es

x(t) = acos(wot) + bsen(wyt) (8)



3. Energia

Resorte ideal: la fuerza que el resor-

te ejerce sobre la masa es restauradora

(estd dirigida hacia la posicién natural é de
equilibrio del resorte) y proporcional a la

elongacion (distancia hasta el punto de

F : s _
S bocn o oo equilibrio), de manera que podemos mo
- | p : delar a un resorte ideal a través de la ley

de Hooke: F = —xz €,

Ya hemos estudiado la cinematica del movimiento arménico simple. Estudiemos ahora sus
aspectos energéticos, para ello comencemos por establecer un modelo de mecanismo que pro-
duzca la fuerza F = —k z €, el modelo fisico mas sencillo posible se conoce como resorte ideal,
un resorte ideal no es otra cosa que un resorte sin masa de longitud ¢y y que para ser estirado
o encogido por un agente externo, este debe ejercer sobre los extremos del resorte una fuerza
de magnitud proporcional a la elongacion.

Es facil ver que, definiendo la referencia de energia potencial como U(0) = 0, la fuerza
F = —kx e, se deriva del potencial

Ulx) = —=, (9)

debido a este hecho, la energia mecéanica total de una particula sometida a la accién de la fuerza



2 esta dada por

-2 k 2
E:m; +—§ . (10)
o
) 2,2
E:m; +mw20x ‘ (11)

Cuando se alcanza la maxima elongacién, esto es, cada vez que la particula alcanza las
posiciones x = £ A su velocidad es nula (& = 0), sustituyendo esto en la expresién general para

la energia se obtiene sin esfuerzo alguno
E=— (12)

Podemos mostrar este resultado utilizando un método de fuerza bruta mucho menos elegante
que consiste en sustituir la ley de movimiento en la expresion general de la energia lo que lleva

a

g m A% Wi sen*(wo t) N k A% cos*(wot) _
2 2
_ (senz(wo t) N cos®(wp t)) _ kA? |

2 2 2

que por supuesto es el resultado que habiamos encontrado anteriormente.

Ejemplo 1 Hay un sistema mecanico sumamente sencillo que tambien reproduce un movimien-
to armonico simple, a saber: el péndulo simple. Un péndulo simple no es mds que una masa
que cuelga de un techo suspendida por un hilo ¢ barrita de masa despreciable y que oscila en
angulos pequenos.

Para estudiar el problema consideremos la figura 77 y la notaqcion que alli se introduce.

Es claro que la tension no realiza trabajo y que por tanto podemos utilizar argumentos de



Figura 1: El péndulo simple, en esta figura denominaremos 6 al angulo que la barrita hace con

la vertical y ¢ a la longitud de la barra

conservacion de energia para trabajar de manera escalar. Escogiendo el punto mas bajo de la
trayectoria de m como punto de energia potencial gravitacional nula podemos poner de inmediato
(solo vea el dibugjito)

U(0) = mgl (1 — cosb) (14)

de manera que

o me26?

+ mgl (1 — cosb) , (15)

ahora bien, si el dngulo de oscilacion es pequeno podemos sustituir cos(0) por su aproximacion de

2 . -, s,
sequndo orden: cost ~ 1 — %, de manera que, en esta aproxrimacion la energia puede expresarse



en la forma

m(€0)> N mglo>  m((9)? N myg(l0)*
2 2 2 20
ms?  mwi s
= 5 + 5 (16)

donde s = 00 y wy = +/g/t, comparando el ultimo resultado con la formula 11 reconocemos

efectivamente la energia de un oscilador armdnico de periodo T = \/l/g

4. Encontrando la ley horaria

Esta seccién esta dedicada a demostrar que una particula de masa m sometida a la fuerza
de Hooke
F(z)=—-kzeé,, (17)

tiene que moverse necesariamente bajo la ley horaria
x(t) = Acos(wot + @) (18)

en las siguiejntes subsecciones nos vamos a dedicar a demostrar que z(t) res lo que es!!!

4.1. Meétodos energéticos

La expresion general para la energia permite expresar la componente de la velocidad como

dx 2FE k

— =4/ — — — 22, 19

dt m m (19)
esto no es otra cosa que una ecuacion diferencial de primer orden separable. La integraremos

con el mismo procedimiento que utilizamos con el problema del paracaidista.



Comencemos por separar las variables reexpresando la ecuacién en la forma

tdt = ———— | (20)

podemos integrar esta igualdad entre dos instantes de tiempo (pensemos en que el instante

inicial es ¢t = 0) para obtener

(21)

e [

4t = (22)

/I(t) dy
EERVA PG
Para tratar la integral del lado derecho transforméndola en una integral elemental® intro-

ducimos el cambio de variablesv/kmy = u que nos deja con

x(t

m/k:p du m m Vm/kz(t)
=/ 3 arcsen o5 U (24)
w/m/lmco /%_UQ \/m_/kxo
Sustituyendo en +t = I(x(t)) resulta

i%%}:mwm<7%ix@)—me<¢%E%>, (25)

de acd es sencillo obtener finalmente a x como funcién de ¢ (la ley horaria)

x@):V?EE&m(mﬁ+amﬁm(v%%Tm)), (26)

(23)

es decir:

L \/,4(127“7—19 = arcsen (%) + constante



con el fin de presentar el resultado en la forma usual definimos A = ¥ iffE , ¢ = arcsen ( \/;;TE x0>

yV wo = \/% qure lleva al resultado final:

z(t) = Asen(wot + ¢)) . (27)

4.2. Resolviendo la ecuacion de movimiento

Consideremos la segunda ley de Newton
r=—-——=x (28)

Ya hemos aprendido anteriormente (vea los apuntes de cinemética y dindmica del movi-
miento circular) que la anterior es una ecuacién diferencial de segundo orden a coeficientes
constantes, de hecho, hemos aprendido una técnica para resolverla, colocar x(t) = e*! para

sustituir la ecuacién diferencial por la busqueda de las soluciones de la ecuacion algebréica
M= —uw?, (29)

que son dos raices imaginarias puras, a saber: A = +iwg (i = v/—1).

De manera que tenemos dos soluciones posibles,
r(t) = et (30)
Ahora bien, uno de los resultados mds bellos de las matemdticas es la férmula?

i

e =cosx+isenr  VreR, (31)

2que por supuesto generaliza la férmula de Euler e'™ = —1
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lo que en nuestro caso trae un problema, las soluciones que hemols encontrado son de una varia-
ble real pero tienen valores complejos, y claro, nadie ha visto jmamaés una distancia compleja.

Sin embargo, no nos preocupemos demasiado de esto e intentemos utilizar la soluciéon compleja
z(t) = 2, 0t 4 zpe 0! (32)

donde z; = ay+1ib; y 25 = as+iby son numeros complejos (es decir, que tenemos cuattro niimeros
reales a nuestra dsiposicién) solo para divertirnos y tratar de resolver nuestro problema de una

posicién compleja. Comencemos expresando la solucién general 32 en forma explicita
z(t) = (ay + iby) (cos(wo t + isen(wot)) + (ag + iba) (cos(wot — isen(wyt)) , (33)
que reordenando términos se escribe como

z(t) = (a1 + az)cos(wot) + (by — by) sen(wyt)

+ i[(by + b2)cos(wot) + (a1 — az)sen(wot)] , (34)

la tltima linea de esta féormula muestra nuestro problema de manera explicita, efectivamente,
x(t) tiene una parte imaginaria (Im(z(t)) # 0) que deberfa ser nula. Ahora bien, ya comentamos
que los dos niimeros complejos z; v 25 contienen cuatro niimeros reales, por otra parte la solucién
de una ecuacién dindmica de segundo orden solo requiere dos numeros reales (las condiciones
iniciales) asi que utilicemos dos de los cuatro reales que tenemos a nuestra disposicién para
cancelar Im(x(t)), esto puede hacerse sin problema imponiendo a; = as y by = —by con lo que

nuestra solucion gneral adopta solo valores reales quedando como
x(t) = 2ay cos(wo t) + 2by sen(wo t) , (35)
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redefiniendo las cosas poniendo a = 2a; y b = 2by quedamos con
z(t) = acos(wot) + bsen(wot). (36)

Para llegar a la representacion amplitud-fase introducimos un truquito, podemos factorizar

la cantidad A = v/a? + b2 en la forma
(t) =A a (w t) + 2 (w t) (37)
T 1 cos(wy 1 sen(wy .

En este punto podemos imaginar un triangulo rectangulo de catetos a y b cuya hipotenusa
por lo tanto seria A, obviamente, el seno y el coseno de uno de los angulos agudos de este

tridngulo (denotémosle con la letra griega ¢ estan dados por
cosp =b/A  ysen(¢p) =a/A (38)
lo que nos permite reescribir la solucién general real para la ley horaria en la forma
z(t) = Alseng cos(wot) + cosp sen(wyt)] = Asen(wot + @) . (39)
Escogiendo las cosas de otra manera podemos obtener

z(t) = £A[cosp cos(wyt) — seng sen(wyt)] = Acos(wot + ¢) (40)

5. Oscilaciones amortigiiadas

Modifiquemos un poquitin el sistema que estamos estudiando anadiéndole una fuerza de

frenado viscosa (que modelaremos como proporcional a la rapidez y opuesta a la velocidad),
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esto es F, = —v1e, donde v es una constante positiva, la ecuacién de movimiento de la
particula resultante es

mi=—kxr—ai (41)

que podemos reescribir como

i+26%+wir=0. (42)

Una vez mas podemos proponer una solucién exponencial para obtener que la condicion nece-

saria y suficiente para que esta sea solucion es que la cantidad A sea solucion de la ecuacién
PA) =X +28\+wi =0 (43)
donde 203 = v/m y wg = k/m. Obviamente
A = —BE£VA, (44)
donde el discriminante de la ecuacién polinémica es A = 3% — w?. Hay tres casos de interés:

A < 0 amortigiamiento subcritico
A = 0 amortigliamiento critico, y (45)

A > 0 sobreamortigiiamiento (46)

En el caso del amortigiiamiento subcritico, se obtienen dos soluciones independientes,
ry(t) = e Plelt (47)
donde w = \/m . Estas soluciones pueden combinarse en una estructura tipo amplitud-fase

z(t) = e Pleos(wt+ ). (48)
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En estas soluciones o en las figuras adjuntas se observa claramente que el movimiento re-
sultante es un movimiento de oscilacion alrededor de la posicion de equilibrio del resorte pero

con amplitud cada vez mas pequena.

Oscilaciones amortiguadas

1 R ' T T T
08 _}‘?‘1\\ gamma=1.0 —— |
06| gamma=4.0 — .
' gamma=8.0
04 F gamma=12.0 -~
0.2 |
0 ' . T R a—
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Figura 2: Oscilaciones amortiguadas, el caso (a) corresponde a un amortiguamiento debil, mien-
tras que los casos (b) y (c) corresponden a amortiguamientos muy fuertes pero no criticos o

sobreamortigiiados.

Como aplicaciéon interesante de los osciladores amortiguados, cabe decir que los sistema de
amortigiiacion de los automoviles son compuestos, hay resortes y ballestas y los dispositivos
realmente denominados amortigiiadores. Si uno paseara en un auto sin amortigiiadores sen-
tiria al carro oscilar como un lanchén (se comportaria de manera parecida a una particula

adosada a un resorte ideal), el efecto de los amortigiiadores consiste en eliminar la oscilacion
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Figura 3: Oscilaciones amortiguadas, el caso (a) corresponde a un amortigiiamiento debil, mien-

tras que los casos (b) y (¢) corresponden a amortiguamientos muy fuertes.

como hemos estudiado en esta seccidn.
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