PRACTICA DE LABORATORIO I I I - 9

DISPERSION EN UNA LINEA DE
RETARDO

OBJETIVO

1.-Medir la dispersion w = D(k) en una linea de retardo .
2.-Medir el decaimiento de la amplitdud de la onda en funcion de la
frecuencia para o > w,

MATERIALES

- Generador de ondas

- Osciloscopio de 2 canales
- Multimetro

- Linea de retardo

- Potenciémetros

FUNDAMENTOS TEORICOS
Propagacion de una onda armonica

Una onda armonica de longitud de onda A puede ser representada
por la siguiente ecuacion donde:

y(x,t)= Acos[k(x —vt)]

En esta expresion A representa la amplitud de la onda y el
argumento de la funcidon coseno es conocido como la fase de la onda.
Como la onda es una funcién periédica, podemos decir que y(x+A,t)=y(x,t),
donde A es la longitud de onda:
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k[(x+ 2)-vt]=Kk[x-vt]+27 ——> k =

De manera anéloga tenemos que y(x,t-T)=y(x,t), donde T es el periodo de
la onda y f=1/T la frecuencia, por lo tanto:

2

k[x —v(t—T)] = k[x —vt] + 2r T—> kv .

Empleando los conocimientos adquiridos en cursos anteriorg pgdemos
escribir en una ecuacion el valor correspondiente a la velocidad de fase v:

_2T 2T

V== —> v=Af )

La velocidad de fase v, es aquella velocidad a la que un punto de fase
constante C, se desplaza, esto se ilustra en la siguiente derivacion:

k(x —vt) =C LY =0-% =y

dt dt
En la practica nos encontramos con frecuencia que sobre un medio se
propaga una perturbacion o pulso. Para entender esa propagacion
recurrimos al analisis de Fourier que nos ensefla como desglosar una
funcién cualquiera en términos de una base de funciones fundamentales,
en particular SEN(wt) y COS(wt), donde w representa la frecuencia de

oscilacion y t es una variable independiente.

kv

Al recurrir a este tipo de analisis, se presenta una pregunta
fundamental ¢Tendra la velocidad de fase v, un valor constante para
cualquier valor de w ?. La respuesta es NO en muchos casos.
Indudablemente que esto depende del medio. Aquellos medios donde
v = v(w) # cte se les llama medios dispersivos. Las consecuencias de
esto las trataremos de ilustrar seguidamente.
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En la figura 1 se muestra un "pulso” en el tiempo t, el cual se puede
visualizar como la suma de las dos ondas periodicas (de periodicidad
A,A+da) y velocidad de fase (v,v + dv) dibujadas en la parte inferior.
Mas abajo se dibujan las mismas ondas y el pulso para un tiempo t + At.

Observemos en la figura, los picos C, C’, que se superponen para
configurar el pico del pulso al tiempo t . Al tiempo t + At, como la onda
“prima” viaja a mayor velocidad los picos D, D’ coinciden, generando la
nueva posicion del pulso. Es evidente que los picos C,C’ viajaron una
distancia mayor que la recorrida por el pulso mismo, confirmando que la
velocidad del pulso, es menor que la velocidad de fase de las ondas que lo
constituyen. La velocidad del pulso es lo que se conoce en la literatura
como velocidad de grupo v,.
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En el tiempo t las crestas D,D’ se encuentran separadas por una distancia
dA, para el tiempo tiempo t+ Atambas se encuentran en fase.
Considerando que D recorri6 una distancia de v At y D’ una distancia
de (v + dv)At, algebraicamente conseguimos la siguiente expresion:

dA
vAt+di=(v+dv)it > - = At ().

En el mismo tiempo el pulso se movié una distancia de vAt — 4, la

velocidad de este pulso se conoce como la velocidad de grupo . Usando
la ecuacién (2) obtenemos la siguiente ecuacion:

d
g=v—,1£ (3).

Si la velocidad de fase v es independiente de la longitud de onda,
entonces dv/dA =0, y por lo tanto v, = v. Usted debe demostrar que

ngt=vAt—A—>v

g
v - vg — (b

usando las expresiones (1,2 y 3) .

Esta claro entonces que para describir la propagacion de una onda
en un medio necesitamos conocer la relacion entre w y k. Esa relacion
w = D(k) se conoce como la RELACION DE DISPERSION, y es la
caracteristica principal que uno debe conocer de un sistema fisico capaz
de soportar una onda. Cuando dw/dk no es constante entonces se dice
gue el medio es dispersivo.

Dispersiéon en la linea de retardo

En la guia IlI-8 se presento la siguiente ecuacion de diferencias para una
linea de retardo ( o guia de onda). Asumiendo una corriente senoidal del
tipo 1,=1,° e Jot paralaceldan:

IO 0]

_ 2
S+ =2-0°LC
n

" (6)
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Para resolver esta ecuacion de diferencias hay que observar que
todos los elementos de la cadena son similares por lo tanto el porcentaje
de corriente entre elementos sucesivos es constante, esto significa que:

|° |°
- = = constante
|° |°
n n+1
Para resolver se propone fijar esta constante a £ exp(-p), donde p es un
coeficiente por determinar, por lo tanto ahora tenemos:
|° |°
n-1 __ n _ _ -p
1° 1 e
n n+1

sustituyendo este resultado en (6) :
e +e"® =+2-w’LC)

Note que esta solucion implica un deterioro (decaimiento) de la sefal a
medida que esta avanza a lo largo del circuito. Lo contrario eP implicaria
un crecimiento ilimitado de la corriente lo que no es fisicamente factible.
Reescribiendo la ecuacion anterior obtenemos:

e ” +e"? =2cosh(p)

cosh(p)= J_{l— COZZLC}
(7)

2 : L >
Para w = Weorte = = la anterior expresibn es una ecuacion

transcendental, con dos posibles soluciones. Si excitamos nuestro arreglo
de osciladores acoplados con una frecuencia mayor a la de corte, entonces
nuestra sefal experimentara un decrecimiento exponencial.

Si exploramos la posibilidad de un p imaginario de la forma p = jg,y
prosiguiendo con un andlisis similar al anterior, tenemos:
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| © | © :
In;l _ IOn _ _|_e—J/3

n n+1

cos(f)= i{l— wZZI_C}
(8)

2 : -
Para 0<w < wWcorte = Tic la corriente no sufre decrecimiento en la

amplitud y se va transmitiendo sin alteracion de tramo en tramo de la
cadena , manifestandose Unicamente un cambio de fase. Hemos obtenido
entonces un circuito que asemeja una cadena de osciladores idénticos
cada uno separado en forma progresiva por un factor de fase tal que:

L = et I, = Qe @Hh) [y = [Del@t+2h) |

Para efectos practicos la linea de retardo es un filtro pasa bajos
capaz de transmitir sefiales que son “virtualmente no atenuadas” para
frecuencias menores a la frecuencia de corte. Decimos “virtualmente no
atenuadas” puesto que siempre existen pérdidas debido a resistencias
inherentes.

Resultados finales

El factor de fase [e7P, e"JB] se convierte en un retraso relativo
entre los extremos de una celda, lo cual es la base de la propagacion de
una onda. Tomando las ecuaciones (7) y (8) se puede demostrar que

e?P=K-VKZ—1 ; K= [z(wﬂc)z—l] (7
sen (g) = w% (8)

donde (7’) esvalida w > w, y (8") w < w,.
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La expresion (8’) representa es la ecuacion de dispersion de la linea de
retardo, si realizamos algunas operaciones para reescribir la expresion
en funcion de k. Recordemos la definicion de S, y sea Al, la longitud de la
celda unitaria

B __ At k

L _B_Yar= 2 pr=Enl
2T T 2T 2T 2T

asi podemos reescribir (8’) de la siguiente forma:

k Al w

sen (—) = — (8)
2 W

La intencién de esta practica es explorar las expresiones (7°) y (8’) del
punto de vista experimental.

ACTIVIDADES PRELIMINARES

1.- Complete usted el calculo de la frecuencia de corte.
w’LC

Sugerencia: A partir de la ecuacion (7) Cosh(p):i{l— } grafigue las

funciones y = cosh (p) y y = [1-(«’LC/2)] ; Los puntos de interseccion de la
curva y la recta proporcionan las raices de la ecuacion.

2.-Para realizar esta practica se requiere el uso de sefales de la forma
sen(wt) y cos (wt) , explique esta observacion.

3.-La propagacion en una linea de retardo depende del valor de la
resistencia de carga R.. Indique que valor de R, seria el indicado para
realizar las mediciones de la dispersion en la linea de retardo. Proponga
un método experimental para fijar el valor de R_. mas apropiado.

PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL
Preliminares

-Se quiere medir w = D(k) para nuestra linea de retardo discreta. Para
esto tenemos que utilizar sefales espectralmente puras, lo que se cumple
para una sefal del tipo sinusoidal de frecuencia w. Ademas debemos
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colocar la resistencia R, mas adecuada para preservar la integridad de
nuestra sefal. Revise las actividades preliminares.

-Verifiqgue experimentalmente los valores de L y C de su linea de
transmision .

- Disefie una estrategia para tomar sus datos. Recuerde que la densidad
de puntos a medir es proporcional a la magnitud de la variacién de la
cantidad fisica bajo observacion.

Actividades experimentales propiamente dichas

0.-Para realizar el punto 1 de la practica, debe desarrollar una metodologia
confiable para medir el desfasaje [ en una celda, para una sefal de
frecuencia w. La linea de retardo en el laboratorio le provee de una adicién
circuital que le puede ayudar en este respecto.

1.-Grafique la funciobn @ VS. %, compare en un mismo grafico sus

mediciones experimentales y con el resultado del modelo tedrico, ecuacion
(8). Indique las barras de error de sus valores experimentales.

w
2.-Grafique la velocidad de fase, E VS.w , donde k = %. Indique

sus barras de error.

dw
3.- Grafique la velocidad de grupo, Tk VS. w. Para realizar este grafico

debe idear una estrategia grafica con su hoja de calculo.

4.-Grafique el valor de la atenuacion en una celda AT vs. w. Compare
con las estimaciones teoricas (5). Infiera un valor experimental para w,,
compare con el valor esperado.
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