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Prefacio

El curso Fisica Il (FS-1112) es el segundo curso introductorio de Fisica General para estu-
diantes de Ciclo Basico, cuyteitmotiv es la fisica de los sistemas de particulas. Se trabaja desde el
sistema mas simple de dos particulas que interactian entre si hasta sistemas tan complejos como
lo son los uidos. Tiene 3 créditos y en el programa analitico tiene asignadas a la semana 3 horas
de teoria, 2 de ejercicios y 1 de laboratorio (pensando en las sesiones de Demostraciones), para un
total de 6 horas semanales.

La idea de estas notas es presentar de forma compacta los principales temas del curso para
su dictado bajo la modalidadTecnologias Digitales Disponible¢TDD). La primera version fue
escrita a proposito de su oferta especial en la Universidad Simon Bolivar el trimestre Enero
Marzo 2020 durante el periodo correspondiente al 8 de junio al 17 de julio [4]. Durante el trimestre
Enero Marzo 2021 se ha ido ampliando la versién inicial de la guia, corrigiendo algunos errores
de transcripcion, mejorando algunas explicaciones, completando secciones que habian quedado
pendientes y aumentando la cantidad de ejemplos y problemas. Es un trabajo que sigue abierto y
gue se espera completar antes de Julio 2021.

En varios aspectos del curso vamos a seguir las guias del Prof. Mario I. Caicedo S. [5, 6], por lo
gue aca pretendemos aclarar y completar algunos aspectos tratados en las mismas, orientandolos
sobre el orden en el cual leer dicho material. Hemos incluido una serie de problemas resueltos a
modo de ejemplo para complementar los ya trabajados en las mencionadas guias.

Adicional a éstas, el estudiante tendra a disposicion una serie de textos y problemarios que
podra descargar de Google Drive, adicional al material que pueden conseguir en la pagina del
Departamento de Fisica de la Universidad Simon Bolivar. De particular interés son los problemarios
del Prof. Cayetano Di Bartolo [7, g].

En ningln modo esta guia pretende ser una referencia completa y autocontenida como para
ser usada por los estudiantes como Unica fuente bibliogra ca para el estudio. Todo este material
puede (y debe) ser completado con una lectura detallada de algun libro texto. En lo personal suelo
recomendar el libro de Alonso y Finn [9], pero entiendo que no a todos los estudiantes de Ciclo
Bésico les resulta un libro facil de digerir. También pueden consultar textos como el Resretkal
[1] o cualquier otro libro de texto de su agrado

INota Importante: Un problemario, aunque tenga alguna seccion de discusion teéric®O es un libro de

Vi
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Se recomienda a los estudiantes seguir las clases del Prof. José Calatroni [10], disponibles en
CanalUSB en Youtube, las cuales fueron grabadas el trimestre Abril-Julio 2011 en el campus de
Sartenejas. También estan disponibles alli las sesiones de Demostraciones de Fisica I, realizadas
por el Prof. Douglas Figueroa junto a estudiantes de Lic. en Fisica hace ya un par de décadas.

Por dltimo, quiero destacar que parte de este trabajo ha sido posible por el nanciamiento
recibido por el programa Physics Without Frontiers del Abdus Salam Interntational Centre for
Theoretical Physics (ICTP) con el programa de becas BrainGain-Venezuela, con el cual fui bene-
ciado en su edicién 2020. También quiero agradecer los comentarios, observaciones, correcciones
y recomendaciones recibidas de parte de estudiantes y colegas, muy especialmente las del Prof.
Mario |. Caicedo S., Lic. Donato Abbate y Br. David Bellorin.

Hermann L. Albrecht Q.
albrecht@usb.ve
Caracas, 25 de marzo de 2021.
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Capitulo 1

Cinematica Rotacional

Como hemos indicado, eleitmotiv de este curso es el estudio y descripcion de sistemas de
particulas. Un resultado importante de la Mecanica fue demostrar que el movimiento de todo cuerpo
rigido’ puede descomponerse como la suma de un movimiento de traslacién mas un movimiento
de rotacion alrededor de un cierto eje, el cual por supuesto no tiene que en general ser jo. Ya el
movimiento de traslacion lo estudiamos su ciente en el anterior curso de Fisica 1y la idea es ahora
centrarnos en la descripcidon de las rotaciones de particulas.

Para ello, vamos a empezar por recapitular elementos del movimiento circular, siguiendo el
capitulo 7 del libro de Caicedo de Fisica 1 [5] y el capitulo 3 de la guia de Fisica 2 [6].

1.1. Base de Vectores Moviles

Empecemos por considerar la manera mas apropiada

de describir una particula de masan que se mueve

siguiendo una trayectoria circular. En la Figura 1.1 |_____
hemos dibujado el primer cuadrante y podemos obser- BT
var el vector de posiciore(t), que varia con el tiempo, .
y su vector velocidadk(t), el cual es tangente a la tra-
yectoria y perpendicular ar(t), es decire £ =0. m
Si queremos escribir cualquiera de los dos vectores en '
componentes cartesianas tenemos que T+ K

()= x()f+ y) 5 =t) = x(OF+y®) 1 (1.1) 70 ‘

dondex(t) * {yy(t) + ] Sinembargo, sabemos $
. . , . 0

que x(t) y y(t) no son independientes entre si, sino

que deben cumplin® + y2 = R® para todo instante de Figura 1.1: Movimiento circular de una

tiempo t, dondeR | #j es el radio de la trayectoria

circular.

particula.

1Aunque ain no lo hemos de nido, todos tenemos una nocién intuitiva bastante clara de a qué nos referimos
con esto.



H. Albrecht Q. FS-1112: Fisica Il

1.1.1. Base de Vectores Polares

Una manera de escribir de forma mas astuta nuestras expresiones de los vectores posicion y
velocidad es usar coordenadas polares en lugar de cartesianas, de manera que para el vector de
posicién tenemos que

(t) = R[cos (t){+sen (1) : (1.2)

Lo primero que podemos notar de la expresion anterior es que la expresion entre corchetes es un
vector unitario, que denotaremo#, ?:

&, cos (t)f+sen (t)]; (1.3)

de manera que podemos escribir nuestro vector posicion de manera compacta como

#(t) = Ra, (1.4)

Es directo veri car de su de nicién en (1.3) que se trata de un vector unitario:
%, @, =[cos (t)f+sen ()N [cos (t)§+sen (t)[]=cos® (t)+sen® (t)=1:

Lo otro que debemos notar es que no se trata ya de un vector unitarigp, como £ o [, sino que
es un vector que cambia de direccién con el paso del tiempo. Esto es lo que vamos a denominar
un vector movil.

Veamos ahora qué sucede con el vector velocidad. Para ello, derivamos respecto al tiempo
la expresion (1.2), de manera de obtener su expresion en coordenadas polares y componentes
cartesianas:

( )

%h R[cos (t)§+sen ()] = R. % cos (1) + % sen () (15)

[
R A(t)sen (t)f+ (t)cos () = R(t)[ sen (t)f+cos (1)[Y:

(1)

Podemos preguntarnos si el Ultimo término entre corchetes en la expresion (1.5) es igualmente
un vector unitario. Para ello, veri quemos el resultado de hacer el producto escalar de él consigo
mismo:

[ sen (t)f+cos ()[ sen (t){+cos (1)[]=[ sen (t)]°+[cos (1)]> =sen? (t)+cos?® (t)=1:
Dado que efectivamente se trata de un vector unitario, entonces podemos de thir:

4] sen (t)f+cos (1) ; (1.6)

2Dependiendo de la referencia consultada, se pueden conseguir notaciones diferentes pero completamente equi-
valentes para este vector unitario, coma, on.

3Un vector unitario se suele denominarversor.

4Al igual que sucede cond,, este versor se puede denotar de manera completamente equivalente coénoo .
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de manera que escribimos el vector velocidad como:

1) = F_—%tz)ﬁ} =v()e (1.7)

velocidad tangencial

dondev es la rapidez (tangencial). Al igual que sucede cén, éste vector unitario no es jo, sino

gue varia con el tiempo. Dado que para el movimiento circula(t) y £(t) son perpendiculares para
todo instante det, es claro qua}, y & también lo son:

@, & =[cos (t)f+sen ()] [ sen (t)f+cos (t)]=cos (t)[ sen (t)]+sen (t)cos (t)
= cas((08dn‘(h) + sen(neds(h =0

De esta manera, el par de vectore&}, ;& g forman una base ortonormal de vectores, que
denominaremos base de vectores polares, analoga a la base de vectores carte$faftgs

Si nos jamos en las expresiones (1.4) y (1.7), es directo darnos cuenta de dos caracteristicas
de esta base de vectores polares. Lo primero, es que, a diferencia de los vectores cartetfaings
estos vectores tienen derivadas temporales no nulasgo el nombre de vectores moviles. Lo otro
gue podemos notar es que hay una relacion entre la derivada temporal del veétpry ¢ :

d _ d _ d _ d
g0 =#1) GRd)=RL ) Ro(@)=RMHE ) b= O (1.8)

Dado este resultado, uno puede estar tentado en mirar qué resulta de calcular la derivada
temporal de?* a ver si hay alguna relacién de interés que pueda surgir. Para ello usamos la
de nicién (1.6):

%K} = %[ sen (t)f+cos ()= At)cos (1) Lt)sen ()T

|
«t) cos (){+ «LB)sen (O ) %0 L) &, (1.9)

donde hemos usado la de nicion dé, (1.3). Ac& po-
demos ver que las derivadas temporales de los vectores
polares estan relacionadas con la contraparte ortonor- r==--.__
mal. De hecho, estas relaciones por si solas, que for- T
man parte de las denominada&ormulas de Frenet )
nos permiten de nir una base de vectores moviles pa-
ra un plano sin necesidad de recurrir a una descripcion
a partir de los vectores cartesianos. Mas aun, son rela- .
ciones muy utiles si uno quiere generalizar el concepto t K
de vectores moviles a un conjunto de vectores ortonor- \
males construidos para describir el movimiento de una

particula cuya trayectoria es una curva general. Esta (t) !

es la base delriedro de Frenet-Serret vy, aunque 0 ' —{
escapa del alcance de este curso, a los estudiantes que

pudieran estar interesados en esto los invito a leer ufrigura 1.2: Base de Vectores Moviles:
poco del tema en [11]. Vectores Polares.
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Un detalle que vale la pena que tengamos muy presente es que las direcciones cartesianas
gue usamos para de nir la base polaftt, ;& g no son Unicas, en el sentido que podemos utilizar
cualquier otro par de vectores cartesianos ortonormales para de nir una nueva base polar. Para
ilustrar esto, resolvamos una variacion del problema de la guia [7].

Ejemplo 1.1. Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria circular de radi, siendo su
vector de posicion h i

#(t)=2A cos t2{+sen t2K ;

dondet es el tiempo yA y  son constantes de dimgnsign apropiada. De na los vectores polares
fe,:@ g sobre la particula en el planXZ en la base %;K

Resolucion: A diferencia de lo planteado en la expresié(l.2), cuando analizdbamos el mo-
vimiento en el planoXY , aca tenemos que éste se desarrolla en el plaxa . %2Cambia esto de
forma signi cativa nuestra manera de de nir la basefé,;é g?

Lo primero que debemos notar es que la cantidad entre corchetes-@p es un vector unitario
completamente analogo at, que de nimos en(1.3). Asi, tenemos que podemos escribir

& cos t?f+sen t2R=cos f+sen K;

donde hemos usado t 2. Al igual que cuando determinamog (1.5), vamos a calcular la
derivada temporal del vector de posicion y de esta manera determidar

h i q dh i

[(t)] —2Acost2{‘+sent2Q =2A —cos t24{ + — sen t2K
dth idt h dt i
=2A (2t)sen tz{‘+(2t)cos t2Rk =2AQ2t) sen t?4f+cos t?K

=4At sen t?4+cos t? Q
De lo anterior, y siguiendo con la analogia con nuestro analisis previo, tenemos que
e sen t24{+cos t2Kk= sen f+cos K:

Al igual que vimos antes, es directo darse cuenta que éste es también un vector unitario, ortogonal
aé,, lo que nos permite escribir la velocidad de la particula como

Et) = 4At 6

Como acabamos de ver, podemos de nir una base de vectores polares en cualquier plano a
partir de cualquier par de vectores cartesianos ortonormales. Con estos vectores méviles vimos
coémo escribir nuestros vectores posicion y velocidad de manera compacta. Miremos ahora como
escribir el vector aceleracion en esta base de vectores moviles, para un movimiento circular. Para
ello, calculamos la derivada temporal de la expresion (1.7) de la velocidad:

4
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d gh i 4h [ d h i
a1e(t) = = RA{)® = = RLt) & + Rt) EO = R*(t)d + R(t) L(t)u,
) = R_2(t)a + ‘(1) a 1.10
aceleracion centripeta aceleracion tangencia

1.2. \Velocidad y Aceleraciéon Angular

En varios punto del curso nos va a resultar util hacer analogias entre cantidades relevantes en
el movimiento rectilineo y en el movimiento rotacional. De esta manera, podemos pensar que Si
tenemos una particula en movimiento rectilineo cuyo vector de posicién escribimos cat(t) =
x(t) 4, de manera que su rapidez lineal eqt), entonces_(t) es el equivalente para el movimiento
circular de x(t). ¥sPodemos entonces de nir un vector velocidad angular de la form¥a, con? un
vector unitario por determinar? La respuesta no es tan directa ni sencilla. Por un lado, la velocidad
angular, que denotaremos pok, no es exactamente un vector sino upseudo vector, pero ése es
un detalle en el que no vamos profundizar y para efecto de este curso consideraremescamo
un vector. Por otro lado, no tenemos como de ni¢ de forma tan directa como lo hicimos para la
velocidad lineal. Entonces, ¥qué hacer?

Para lo que nos interesa en estos momentos, vamos a proceder a partir de las expresiones de
la velocidad (tangencial) (1.7) y de la aceleracion (1.10) en la base de vectores polares. Adicional,
vamos a completar nuestra base ortonormal con un vector que sea normal al plano en el que
de nimos dicha basek = @, el vector unitario en la direcciénZ. De esta manera, teneggos dos

ternas de versores para describir nuestro espacio tridimensional: la terna cartesiafig;k vy la
terna ftr, ;& ;&,g, la cual llamaremosbase ortonormal de vectores cilindricopor razones obvias.

1.2.1. Velocidad Angular

Si analizamos la expresion (1.7) de la velocidad, podemos darnos cuenta que la rapidgz
podemos escribirla come(t) = R (t) = j&(t)jj+(t)]. Esto apunta a que podemos obtener el vector
velocidad a partir del producto (vectorial) der(t) y ~(t). No es dificil darnos cuenta que, dado
quet, ? & , la forma de hacer esto es que

donde el signo de interrogacion implica que debemos veri car primero si el orden en que escribimos
el producto es el correcto. Para ello proponemos que la velocidad angular sea de la forma

W= 1, (1.11)

SPara todos los efectos practicos de este curso consideraremos a la velocidad angwtarcomo un vector y
no profundizaremos en la caracterizacion de pseudo vector. Los estudiantes interesados en este aspecto pueden
remitirse a algun libro de Introduccién a la Mecanica, como [11]. Para estudiar algunos aspectos del caracter vectorial
de + remitimos al estudiante a leer con detalle la seccién 3.2 de la Guia [6].
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donde por simplicidad de escritura (y lectura) estamos dejando de escribir explicitamente la depen-
dencia temporal de la posicion angular. Para veri car nuestra expresion anterior lo que debemos
calcular estt, t©,:

& @,=(cos §+sen [ K=cos 4 K +sen | Kk
|_={Zr_} |—£§—}

=sen { cos ['= @& :

De esta manera podemos concluir que la expresion correcta para escribir la velocidad (tangencial)
es:

£E= W Ot (1.12)

Hay que tener en cuenta que, en principio, nuestra expresion de la velocidad angular (1.11) podemos
sumarle un vector arbitrario en la direcciont, y ello na va alterar el resultado que acabamos de
obtener. Mas adelante entraremos un poco mas en detalles en §gtero por los momentos dejemos
esto enstand by

Ejemplo 1.2. Vamos a aplicar lo que acabamos de aprender con un ejemplo bien sencillito y
consideremos dos engranajes en contacto, que describiremos como dos discos que estan en contacto
y no deslizan el uno respecto al otro:

El sistema mostrado en l&igura 1.3 consta de
tres discos cuyos radios respectives by ¢ son co- c
nocidos. Los discos de radiob y ¢ son coaxiales

y estan unidos entre si, por lo que se mueven de

forma solidaria. El disco de radiob esta en con-

tacto con el disco de radia y sus super cies no "
deslizan. Cada disco rota liboremente sobre el eje <L—»
gue pasa por su centro y es perpendicular al plano k {
gue los contiene. La velocidad anguldr, = ! K

) . : Figura 1.3: Sistema de Engranajes en con-
del disco de radioa es conocida.

tacto sin deslizar.

Con base en lo anterior, determinemos (a) la velocidad tangencial en el punto instantaneo de
contacto del disco de radi@ con el de radiob; (b) la rapidez del puntop en la periferia del disco

de radioly; (c) la velocidad angular~. del disco de radicc; (d) la rapidez en un punto de la periferia
del disco de radicc.

Resolucion: Para calcular la velocidad la velocidad del punto de contacto (relativa a un refe-
rencial inercial jo respecto a los centros de los discosy,... usamos la expresior(1.12), tenien-
do cuidado de de nir bien quiénes son los vectores involucrados. Del enunciado ya sabemos que
~, = ! K. Nos queda entonces de nir el vector posicién del punto de contacto. Es claro que si
jamos nuestro referencial en el centro del disco de radia, y dada la terna de versores cartesianos

SPueden consultar algunos aspectos que se discuten en el capitulo 3 de la Guia de Fisica 2 del Prof. Caicedo [6].
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indicados en el diagrama anterior, el vector en cuestion no es mas aye= af. Ahora si tenemos
que

Yo = Fa fa=al, F—{Z-f; =) (a) Yo = al . M-
=1

Para determinar la rapidez del punt, v,, basta que recordemos que la velocidad del punto
de contacto para ambos discos de radiasy b es igual dado que los discos no deslizan entre si.
Ademas, debemos tomar en cuenta que todos los puntos de la periferia del disco de ad®
mueven con la misma rapidez, por lo que es directo ver que

Vp = ij:c:j =) (b Vp=alal:

Ahora queremos determinarla velocidad angular del disco de radjaque dada la con guracién
del sistema en cuestion es la misma del de radioDado que acabamos de calculap, podemos

usar el hecho que a
V, :'L-j" :) lp= =la="1¢;
4 I b 27
=al, =1 b =Dhb
de manera que lo que nos falta es analizar la direccion del vectqr Es directo darnos cuenta
que este vector debe ser paralelo o antiparalelkaPara determinar si va en la direccién+Kk o
Rk tenemos dos opciones: podemos usar la regla de la mano derecha y rapidamente ver que debe
ser K o podemos usar la ecuaciéfiL.12). Hagamos esto Ultimo, tomando en cuenta que ahora el
vector de posicion del punto de contacto lo debemos de nir desde el centro del disco de fadio

Vo= by fp) alal={la R (BD) alafzals R (O

Dado quek ( {)= I entonces necesariamente

a

= —| k =) (0 kc= B!aﬁ:

Por ultimo, nos piden calcular la rapidez de un punto de la periferia del disco de radioCon
nuestros resultados previos, tenemos que

L. a
Ve = Cjk¢ =) [(d) ve= CB! al

1.2.2. Aceleraciéon Angular

Si seguimos con el espiritu de las analogias entre el movimiento rectilineo y el rotacional vamos a
desear de nir la taza de variacion temporal de la velocidad angular, esto es, la aceleracion angular.
Habiendo ya conseguido de nir la velocidad angular, hemos adelantado lo su ciente como para
presentar un resultado inmediato:

d d
k= — = ~="°
GhE g 0 =00 0, (1.13)

7
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Con este resultado podemos analizar la expresion (1.10) que conseguimos para la aceleffacion
y ver si la podemos escribir igualmente en término de productos vectoriales como hicimos para la
velocidadten (1.12). Para ello empezamos por calcular los productos vectoriales entre los vectores

de la base cilindrica &, ;& ;&,g. Para ello vamos a calcular los producta® e, yt, @,
Empezamos pont 4
®@ @®,=( senf{+cos N K= sen 4§ K +cos ] K
|z} |z}

=cos {+sen =10, :
Ahora veamost;, 0 :

®, @ =(cos {f+sen N ( sen {+cos

= cos sen (f 9 04 cos? f{\ Z{? serf fr‘ Z{?+sen cos (' P 0

=cos® K+sen® R=8,:

De esta manera tenemos que la basé, ;% ;&,g cumple las relaciones de producto vectorial
de una base ortonormatle mano derecha

e @ =0, (¢ #,=0

e, o0 =8 (1.14)

Ahora procedemos a analizar por separado los términos de
aceleracién tangencial y aceleracion centripeta que consef\
guimos en (1.10):

[ I .
-
-
-

Ht) =

2
| Ry

aceleracion centripeta

Aceleracion Tangencial,

A

aceleracion tangencial

&;: Al igual que hicimos antes

en nuestro analisis de la velocidad tangencial, vemos que s
jayj = jrjj~]. Del orden que acabamos de conseguir para ey *
el producto (vectorial) de los vectores cilindricos es directo
entonces:

= ~ T

(1.15) (t)

Aceleracion Radial, &,: Como acabamos de hacer para el 9 ' t
término tangencial, vemos que para el radial tenemos que
su magnitud esja;j = R_2(t), de manera que lo podemosFigura 1.4: _C;omponentes del vec-
escribir como el producto de las magnitudes de los vectorer aceleracion.
posicién y velocidad angular comea,j = jrjj~j°.
A diferencia de los casos que analizamos previamente, en éste tenemos el cuadrado de la mag-

nitud de la velocidad angular y todos recordamos que el producto vectorial de un vector consigo
mismo es cero. Entonces, ¥acomo hacemos?

8
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Lo primero es recordar que habiamos conseguido una expresion para la velocidad tangencial a
partir de jgf = v = R_= jrjjkj, por lo que escribimoga,j = vj~j. Ahora lo que nos falta es usar
las relaciones (1.14) para encontrar el orden correcto del producto vectorial:

R0, ;
R2¢%, =) |aa=+ (~ ¥ (1.16)

¢, =0 &,) e
=k ) + (= ¥

De esta manera tenemos que el vector aceleracién en un movimiento circular lo podemos escribir
en términos de productos vectoriales como:

t=~ ¢+ (+ ¥ (1.17)

Ahora que ya tenemos todas las expresiones necesarias para la velocidad y aceleracion en términos
puramente vectoriales, volvamos al planteamiento que hicimos eniémplo 1.1 para aplicar lo
gue acabamos de aprender.

Ejemplo 1.3. Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria circular de radi, siendo su
vector de posicion h

[

#(t)=2A cos t?f+sen t2 K ;

dondet es el tiempo YA y son constantes de dimensién apropiada. A partir de los vectores
polaresfé,;é g de nidos en elEjemplo 1.1 junto al versor cartesianott, determine los vectores
velocidad y aceleracion angulares y escriba el vector aceleracion.

Resolucion: En la resolucién anterior ya habiamos calculade(t) asi como la basdé,;é g.

Para determinar la velocidad y aceleracién angulares lo que debemos es determinar la direccién del
vector perpendicular al plan@, que complementa la terna de la base cilindri¢a,;é ;é-qg.

Para hacer esto tenemos varias opciones: La manera larga es sacar la cuenta de los productos
vectoriales, bien sea a partir de la ecuaciofl.12) o de las relaciones analogas @.14); también
podemos gra car la trayectoria circular de la particula y ver en qué sentido es el giro y, con la regla
de la mano derecha, determinar la direccién que debe tertey y, por ultimo, una cuenta rapida
a partir de la manera en que estan de nido los vectores polares en el plafd y directo de alli
conseguiré-, .

Como recordaremos de las relaciong4.14), dijimos que la base de vectores cilindricos es una
base de vectores de mano derecha. Esto debe cumplirse también en el caso de esta base cilindrica
gue hemos de nido para el planXZ . Sabemos que la direccion d&, de ser [\, por lo que nos
falta conseguir si el sentido de dicho vector es tal ggie =+ *0&, = [ Como dijimos, tenemos
varias maneras de determinar este sentido. Empecemos por la Ultima que mencionamos.

El hecho de que la base sea de mano derecha pasa por la manera en que de nimos los vectores
moviles a partir de la base cartesiana. Para el cago (1.3) teniamos que el orden er§, 'y para
& (1.6), £ I\ por lo que, siguiendo el orden de los productos vectoriales de la base cartesiana,
se obtiene qué, = K. En este caso, tenemos que la base esta de nida gork y £, K. Como
recordamos{ K= I porlo queé, = [
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Para veri car este resultado recurramos al segundo método que
comentamos: el graco. En laFigura 1.5 hemos dibujado la
trayectoria circular (linea punteada negra) en el planXZ vy el
vector posiciénr(t) en azul. La echa gris sobre la linea punteada
es el camino recorrido para un cierto tiempad al cual correspon-

de el angulo (t) = t 2 (en rojo). Si con esta imagen usamos la
regla de la mano derecha es directo darnos cuenta que efectiva-
menteé, = |\

Como ultimo método para determinar la direccion de la velocidad
angular, podemos analizar el producto vectorial involucrado en
la ecuacion (1.12):

TN

ﬁ(t):k f‘) é=é? ér

) sen f+cos K=( ) cos {+sen rf}% .
i
sen §£+cos Kk =cos +sen k
f g 10, &
B = R Figura 1.5: Trayectoria circu-
=) &, = lar en el planoXZ .

Dado que ya sabiamos qué€t) =4At & y dado que el radio de la trayectoria €2A y que es
directo ver que_—=2 t , entonces

y F=on

la expresion(1.10) usando la baséé, ;& g que ya calculamos en el Ejemplo 1.1. Dado qlie 2 ,
es directo escribir, a partir de(1.10),

MO= | BF et Ry e 1) =8A 2%, +4A &

=(2A)21)? =2 A)2 )

1.3. Movimiento Generalizado en un Plano

Ya hemos conseguido una descripcidon en términos de la base de vectores maviles del movimiento
circular y hemos de nido nuestros vectores velocidad y aceleracion angulares. Ahora vamos a
utilizar todas estas herramientos que desarrollamos de manera de poder dedscribir el movimiento
general en un plano. Para ello, empezamos por escribir nuestro vector posicion de manera analoga
como hicimos en la expresion (1.4)

(t) = r(t)e, (1.18)

donde ahora la magnitud de este vector va a ser una funcion del tiempo, que denotan{bs Para
el célculo del vector velocidad, veamos la derivada temporal de la expresién anterior:

Hy= SHO8]= 08410 200 =) [60 = e+ [mgoe | @19

velocidad radial velocidad tangencial

10
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Ahora procedemos a calcular el vector acelerauon
d h i d h gh [
H) = 4 ®0 = g (Od+r(@) 4t)0 = —[rjt)ﬂr]+ g "o 4t)0

F(t)a + (1) aﬂr + f_(t) {Dg +r() O +r(t) —(t)
h [
PO + () LD+ f_(t) e +rM) (M r() L) —(t)Or

Agrupando los términos obtenidos para cada uno de los vectores de la base polar, se tiene que

HO= KO () 20 8+ 1 250 L0 8 (1.20)
| acelera::{izén radial } | aceleracié{nztangencial }

Es directo darnos cuenta que si(t) = 0, esto es, si la magnitud del vector de posicion es constante,
entonces recuperamos la expresion (1.10) que obtuvimos para el movimiento circular.

Vamos ahora a aplicar esto que acabamos de aprender a un simple problema que involucra un
movimiento rotacional y movimiento relativo.

Ejemplo 1.4. Considere una barra de masd y longitud ~ rota en torno a un eje que pasa por
el punto O, siendo su posicién angular(t) = t 2. En ella hay una cuenta de masm que desliza
sin friccion y que tiene una rapidez respecto a la barra dada paqy.

Considere la base de vectores moéviles en coorde- I,
nadas cilindricas,fé,;é ;&,gy dgterming, respec-

to al referencial inercial jo con £ NK : B,

e &

(a) El vector posicion de la cuenta como fun-
cion del tiempo.

(b) El vector velocidad de la cuenta como fun-
cion del tiempo.

(c) El vector aceleracién de la cuenta como fun- )
cion del tiempo. o) %

Considere que pard = 0 la cuenta de masan se  Figura 1.6: Cuenta que desliza libremente so-
encuentra en el puntdO. bre una barra rotante.

Resolucion: En este problema se une el movimiento relativo de la cuenta respecto a la barra
y el movimiento rotacional de la barra en si. Como veremos, es un ejemplo sencillo y directo para
aplicar lo que acabamos de aprender. Lo primero que debemos hacer es identi car los recursos que
vamos a utilizar, de manera de usar directamente las expresiones para los vectores pos{didm),
velocidad (1.19) y aceleracion(1.20).

En cuanto al movimiento relativo de la cuenta respecto a la barra, se nos ha indicado que la
rapidez de éste es,, por lo que es directo identi car que este dato que nos han dado no es otro

11
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qguer(t). De esto, podemos darnos cuenta rapidamente gug) = O y que, integrando una vez
respecto al tiempo y tomando que pardt =0) =0, r(t) = ,t. Con esto, de la expresionf1.18)
ya tenemos la respuesta a la primera parte:

(a) #(t)= oté;

Para la segunda parte, basta con que tengamos la expresion para la rapidez angular, que no e
otra que —= 2 t , de manera que, usand@l.19), tenemos que

(2]

(b £= & +2 ,t?2e

Finalmente, dado que® =2 , de la expresion(1.20) identi camos cada término:
2 3 2 3

0 gt i G

= ot =2 1)? =, =2t

de donde es directo obtener:

(o HMt)= 4, %36, +6 ,te

Para veri car la consistencia de este ultimo resultado, que a primera vista pudiera parecer un po-
co extrafio, vamos a ver la dimensionalidad de cada término. Para ello empezamos por ver la de ca-
da una de las cantidades involucradasg, al ser una rapidez tiene unidades ddistancia]=[tiempo];

t evidentemente unidades de tiempo; por la expresion que de ne (adimensional), debe tener
[tiempo] 2. De esta manera,
2.3 [distancia] [distancia][tiempo]® _ [distancia]

1
3 = tiempo]® = . = ;
T el empor T piemp | [emPOF

gue efectivamente son dimensiones de aceleracion. Para el otro término, tenemos

[distancia] 1 . [distancia][tiempo] _ [distancia]
ol = [tiempo] [t 7 [tiempo] = 2 - [tiempo]? !
Pof [tiempo] [tiempo]? p

gue nuevamente son dimensiones de aceleracion.

1.4. Consideraciones Finales

Como comentamos anteriormente, la velocidad angular no es exactamente un vector sino algo
gue denominamos pseudo vector . Como indicamos, no vamos a entrar en los detalles del porqué
se le diferencia e insistimos en que para todo efecto practico de este curso lo vamos a considerar un
vector. Con esto en mente, podemos entrar a comentar algunas consecuencias del caracter vectorial
de +. La idea es completar algunos aspectos que ya fueron tratados en la Guia del Prof. Caicedo
[6], especialmente en la seccion 3R, Caracter Vectorial de la Velocidad Angular

12
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1.4.1. Eje instantaneo de rotacion

En nuestro procedimiento para construir la base de vectores mdviles, particularmente la base
cilindrica, restringimos el movimiento a un plano, con una velocidad angular en la direccién normal
a dicho plano. Esto parece una sobre simpli cacién y una restriccion excesiva de lo que ocurre
realmente. Pero como veremos mas adelante, particularmente cuando estudiemos Fuerzas Centrales
y Gravitacion Universal, esta aparente simpli cacion nos ayuda a describir fisica muy relevante.

Adicionalmente, hay que destacar que se puede demostrar que el movimiento rotacional gene-
ral ocurre instantdneamente de la manera en que la hemos descrito. Es decir, si estudiamos una
rotacion general en un intervalo de tiempot in nitesimal, basta que tengamos un vector uni-
tario # para describir la direccion del eje instantdneo de rotacion y el anguloque describe el
desplazamiento angular a lo largo de dicho eje en ese intervalo in nitesimal de tiempo.

En una rotacion general, ya el vectort, que de ne la direccion del eje de rotacién, no tiene
por qué ser jo como los casos que hemos trabajado hasta los momentos. Puede tratarse de un
vector mévil como los que describimos al principio de este capitulo, que es el caso que trabajaremos
en elEjemplo 1.5 , o puede tratarse de un vector cuyas componentes cartesianas sean funciones
continuas del tiempo, doblemente diferenciables.

En este curso, al ser un curso basico donde estamos empezando a estudiar rotaciones en el
contexto de sistemas de particulas y cuerpos rigidos, vamos a limitarnos a estudiar unos pocos
casos de ejes instantaneos de rotacién, como sucedera en el caso del movimiento de rodadura
(rodar sin deslizar) y en casos sencillos en los que es directo escribir el eje en término de nuestros
vectores polares.

1.4.2. Adicion de Velocidades Angulares

Una de las consecuencias del caracter vectorial de la velocidad angular es que podemos descom-
ponerla en distintas bases. Por ejemplo, podemos tener una velocidad angular tbta} podemos
expresarla en la base cartesiana conto=!,{+ !, ['+ !, R, o en una base de vectores moviles,
como la base de vectores cilindricos, en cuyo caso tendriarkos ! ,&¢, +! & +!,&,. Esto nos
sera particularmente Gtil cuando estudiemos momentum angular y rigidos.

Por otro lado, si tenemos un sistema en el que se desarrolla un movimiento rotacional en
una direccion y adicionalmente observamos que en otra direccion, sea ésta perpendicular o no a la
primera, también ocurre una rotacion, podemos escribir la velocidad angular como la suma vectorial
de las velocidades angulares de cada direccion del movimiento rotacionaEjeimplo 12 (capitulo
3), en la pag. 63 de la mencionada guia del Prof. Caicedo [6], muestra claramente el poder y la
utilidad de lo que hemos trabajado en este primer capitulo en el contexto de la suma de velocidades
angulares. Un problema completamente analogo es el ejercicio PR-2.18 del problemario del Prof.
Douglas Figueroa [12]. Sin embargo, el procedimiento que se presenta en dicho problemario no
necesariamente resulta claro en todos sus pasos. Particularmente el resultado

d
a!"zz !"1 !"2

gue se presenta no es del todo claro de dénde se obtiene y pudiera confundirse con un resultado
general, una férmula a emplear en otros problemas a resolver. Es por ello que queremos presentar

13
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a continuacioén los célculos relativos a dicho problema, usando lo aprendido hasta ahora en este
capitulo.

Ejemplo 1.5. Basado en PR-2.18 del Problemario de Figueroa [12].

Un disco estd montado sobre soportes jos a una plata- z
forma giratoria. El disco gira con una rapidez angular T
I, alrededor del eje horizontal como se muestra en la
gura 1.7, mientras que la plataforma gira con rapidez
angular ! ; alrededor de su eje vertical. Con base en
esto, determine:

(a.) El vector velocidad angular.
(b.) El vector aceleracion angular.

Resolucion: Como indicamos con anterioridad, este
problema es analogo dtjemplo 12 de [6]. Por ello,
seguiremos el mismo enfoque. Lo primero es identi car
las direcciones dé~; y +,, ya que el enunciado nos da
las magnitudes de los mismos. En el caso #g, es Figura 1.7: Adicion de Velocidades An-
directo darse cuenta qué-; = ! R =1,8, Bastaver gulares: Disco girando y montado sobre

el montaje en la gura adjunta. mesa rotante.

El caso de~; tal vez no sea tan directo darse cuenta. Pero recordemos lo que trabajamos al inicio
de este capitulo cuando de nimos la base de vectores polares. Si hacemos eso, debe resultarnos facil
darnos cuenta que podemos de nir un vectdr, (1.3) que sea paralelo el eje que sostiene al disco
con origen en el centro del mismo. Al darnos cuenta que esto es perfectamente posible, entonces
es directo concluir que~, = ! ,&¢,. Por tanto, se tiene que:

!":!"14'!“2:) (a:)!~:!20r+!1t’}z:

Para determinar la aceleracion angular- basta que calculemos la derivada temporal delque
acabamos de calcular:

+ 0
%F‘:%-zar)‘*%(!ﬂ}z) :!2%0}(:!2“2}0 =) [(b) ~=1.1,0
.Z. :!1
_—

A partir de esta expresion y, recordando las relaciones de producto de la base cilind(icd4),
quetr =@, ©,,entonces es directo ver el porqué, en este problema, con las velocidades angulares
tal como estan dadas, que podemos escribir la aceleracion angular como

14
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1.5. Problemas

Problema 1.1. Una persona camina bajo la lluvia en linea recta con velocidag{ mientras un
paraguas en una mano y rotandolo con velocidad angulagR. El borde inferior del paraguas,

gue consideramos una circunferencia de radiR, se mantiene a una distanciah ja del piso.
Suponga que en un momento dado, una gota puntual de masa constante que esta inicialmente
moviéndose solidaria con el paraguas se despega del mismo y sale en direedféiCon base en
esta informacion, determine respecto a un referencial jo con origen en el punto del suelo justo
debajo del eje del paraguas en el instante mismo en que se despega la gota lo siguiente:

(a.) El vector velocidad de la gota para todo tiempo desde el instante en que se despega del paraguas
hasta el instante que toca el suelo.

(b.) La distancia horizontal, medida en el suelo, recorrida por la gota.

Problema 1.2. Variacion del problema 1 de la Guia [4]. Una particula gira alrededor
del ejey con velocidad angulat~ = t 2, donde es una constante de dimension apropiada en
unidades MKS. En el instantet = 1s, la particula se encuentra en el punto con vector de posicion

Ht=1s)=  3F+2p+4K .
(a.) Halle el radio de la trayectoria circular de la particula.

(b.) Determine para eljnstanget = 1s los vectores velocida@(t = 1s) y aceleraciont(t = 1s) en
la base cartesiana §;I5K .

(c.) Halle los vgctoreg,posicior(t), velocidade(t) y aceleraciont(t) para todo tiempo en la base
cartesiana §; MK .

Problema 1.3. Repita losEjemplos 1.1 y 1.3 considerando que el movimiento se desarrolla en
el planoY Z y que el vector posicion de la particula viene dado por
h [
#(t)=2A sen t2 P+cos t2K:

Problema 1.4. Repita elEjemplo 1.4 pero considere ahora que la posicion angular de la barra
viene dada por una funcion periédica. Use, por ejemplo(t) = Asen(t + ) y determine los
valores y dimensionalidad de las constantds, y para que el movimiento se limite al plano
superior, es decir (t) 2 [0; ] para todo tiempot y que (t=0)=0.

Problema 1.5. Resuelva el problema 1 de la Guia [3].
Problema 1.6. Resuelva el problema 3 de la Guia [2].

Problema 1.7. Considere el sistema descrito en @éjemplo 1.5 . A partir de los resultados ahi
obtenidos, determine el vector unitarigt queydetermina la direccion del eje de rotacion. Escriba

sus componentes en la base cartesian& [ K .
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Problema 1.8. Considere un montaje analogo al déljemplo 1.4 donde sustituimos la barra por
un tubo ideal de masa despreciable, longitudy radio interno r,. Dentro del tubo hay una esfera
de radior, sujeta a un resorte ideal de manera que, respecto al tubo, ésta sigue un movimiento

oscilatorio armonico.
Considere la base de vectores moéviles en coorde-

nadas cilindricas,fé,;é ;e,gy dgierming, respec- I, a 8,
to al referencial inercial jo con £;NK

(a) El vector posicion de la cuenta como fun-
cion del tiempo.

(b) El vector velocidad de la cuenta como fun-
cion del tiempo.

(c) El vector aceleracion de la cuenta como fun-
cion del tiempo.

Considere que pard = 0 la cuenta de masan se

encuentra en el punto'=2, que es el punto alre- Figura 1.8: Masa que oscila arménicamente
dedor del cual se desarrolla el movimiento arm¢- dentro de un tubo rotante.

nico.
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Capitulo 2

Sistemas de Particulas

Hasta los momentos hemos analizado sistemas a los cuales reducimos a una particula puntual.
Incluso en los tipicos problemas que lanzamiento de proyectil que hemos resuelto desde los afios
de bachillerato recordaremos que siempre consideramos a estos objetos como si fuesen particulas
puntuales. Sin importar si era una bala de cafion o un proyectil calibre .22, a todas las tratamos
como particulas puntuales.En problemas de caida libre, como los que se ejempli can en las sesiones
de Demostraciones de Fisica, tratamos a objetos extendidos como particulas puntuales. Todos
recordaran en las sesiones de Demostracion el ver caer una hoja de papel y una guia telefénica (o
al menos asi lo recuerdo de mis afios de estudiante de pregrado). A pesar de esta reducciéon que
hacemos en nuestra descripcion matematica del fendmenos, vimos que se obtenian resultados que
era consistentes con la experiencia.

Esto nos hace pensar que debe existir un punto especial en estos objetos que permiten que esta
reduccion en nuestra descripcion sea correcta. ¥2Como obtenerlo? En este capitulo vamos a empezar
a estudiar sistemas de varias particulas, empezando por el sistema mas sencillo: dos particulas que
interactian. Para ello vamos a seguir en varios aspectos el tratamiento dado en los capitulos 1y 2
de la guia [6]. En algunos casos incluso haremos una transcripcion directa de dicho texto (lo cual
sefialaremos oportunamente). La idea de hacerlo es presentarles cada tema que requieran siguiendo
el orden del programa analitico del curso.

2.1. El problema de dos cuerpos

El sistema de particulas mas sencillo que podemos analizar es justamente el compuesto por tan
s6lo dos cuerpos que interactian entre si. Enfagura 2.1 presentamos el esquema del problema
gue vamos a trabajar. En el origen del referencial se encuentra la fuente de una interaccion externa
al sistema considerado.

Vamos a estudiar la dindmica de nuestro sistema, de manera que empezamos por escribir las
ecuaciones de movimiento de cada particula:

)
|:l(ext) + F21
Fz(ext) +Fyp,

mity

X dond F.,=s_ F 2.1
mot, onee |21 {z 12} (2.1)

3@ Ley de Newton
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con F,; es la fuerza que ejerce el cuerpo 2 sobre el Ej la que ejerce 1 sobre 2.

2.1.1. Centro de Masa

Dado que poraccién y reaccion se tiene que
F,1 = Fi,, es directo darnos cuenta que si su-
mamos las dos ecuaciones de movimiento en (2.1),
simpli camos los términos de las fuerzas internas:

maty = F+ Fy
mt, = PPt Fe (g
myty + mat, = I-"1(@(0 + Fz(eXt) : .
SidenimosM  m;+ m,, la masa total del siste-
ma, y dividimos ambos lados de nuestra ecuacion R -
‘ (ext) (ext) (ext) d
y ademasF; F,” + F,"", tenemos que .
(ext) A=
ml‘F‘l + mz‘r'z _ FT ] (2 3)

M M Figura 2.1: Dos cuerpos que interactian.

En la expresién que acabamos de obtener, esta claro que ambos lados tienen dimension de
aceleracion. De hecho, que las ecuaciones de movimiento que escribimos en (2.1) son validas para
masasm; y m, constantes, entonces debe ser bastante directo ver que podemos de nir un vector

myfy + Mot
Centro de Masa : R % ; (2.4)
tal que su segunda derivada temporal nos da el término del lado izquierdo en (2.3):
d? d?  myfy+ mat myty + mat
-9 g -9 1M 22 _ M 22, (2.5)
dt? dt? M M
De esta manera, la ecuaciéon (2.3) podemos Z
reescribirla como: |
2 I:"|('8Xt) 2 (ext) 3
R = M =) |[MR=F; (2.6) my ‘
y qué es esto si no la ecuaciéon de movimien-
to de una particula de masaM y vector de
posicion R y sobre la que actia una fuer-
za F®Y . De esta manera, lo que estamos .
consiguiendo es el resultado que nos permi- .
te justi car la reduccion de la descripcion de X o
cuerpos extendidos a una particula puntual
gue estuvimos desarrollando hasta ahora. Figura 2.2: Centro de Masa para dos cuerpos
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Pero, ¥es ésta una descripcion completa de nuestro sistema? Por supuesto que no. Basta con
mirar las expresiones (2.1) y (2.6) y compararlas para darnos cuenta que en esta Ultima no aparecen
los términos de las interacciones entre las partes de nuestro sistema ni el movimiento relativo entre
ellas. Y en esto justamente reside la limitacion de lo que hacemos cuando estudiamos un cuerpo
extendido reduciéndolo a una particula puntual: no podemos conocer nada acerca comportamiento
interno, la dinamica interna del sistema.

2.1.2. Dinamica interna en el problema de dos cuerpos

En algunos casos, una descripcion en términos Unicamente del centro de masa puede ser su -
ciente, como vimos en el curso anterior. Sin embargo, en este curso vamos a querer ir mas alla y
estudiar también la dindmica interna del sistema.

Para el caso que estamos estudiando en este momento, la dinamica interna la vamos a poder
describir de una manera sencilla. Para ello procedemos de forma analoga a como hicimos para
derivar nuestro vectorR del centro de masa.

Volvamos a las ecuaciones de movimiento (2.1) iniciales. Por simplicidad, vamos a considerar
ahora que se trata de dos cuerpos aislados, de manera que los términos correspondientes a las
fuerzas externas son nulofl(e"t) =0y I'—’Z(e“) = 0. Escribamos ahora nuevamente las ecuaciones
de movimiento:

£ = Foi
mity = Foy T my Fi, F 1.1
:) 1 :) t %1:_12 -2 - - 4 = Fi
myt, = Fyp Py Fi mz |_«[TZ1£} mz my
? mo =+ F12
mq
2 1 1
=) ff'z 1‘1; —+ — Fup
dt? [ —{z— m
12 |—2_{Z—1}
_ _ Fi _ _
=) tp=— 9) o= Fop (2.7)

Acd hemos llegado a una expresion que nuevamente es la ecuacion de movimiento de una
particula de masa , de nida como

mim,

— (Masa Reducida) (2.8)
mq+ Mo

y vector de posiciorr, bajo la accién de una fuerz& ,. Por los momentos no vamos a profundizar
mas en la discusion de la dinamica de esta particula“"de masa reducida, ya que queremos a avanzar
a sistemas dé\ particulas. El estudiante que esté interesado en profundizar al respecto lo invitamos
a leer laseccion 1.1 (pag. 6) de la guia del Prof. Caicedo [6keccion 9.3 (pag. 247) de [9] y la
seccion 5.7 (pag. 109) de [11].

Basta decir que estos resultados nos permiten describir el problema de dos cuerpos en términos
de las cantidades de las particulas fisicésn;; ;g y fm,;+,g 0 en términos de dos particulas
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n 0

etiquetadas con M; R y f; +#1,0. La ventaja que tiene esta ultima es que, aunque no se trata
de las particula reales, nos permite separar la dindmica debido a fuerzas externas de la debida a
fuerzas internas.

2.2. Sistema de N particulas

Vamos ahora a estudiar un sistema dbl particulas. Por
los momentos no vamos a especi cd{, en el sentido que
cuando se re ere a unas pocas particulas, a varias o cuando
son muchas particulas ! 1 ) se usan métodos distintos,
sino que lo que vamos a estar interesados es en obtener una
expresion general para el Centro de Masa y a partir de alli
empezar a discutir otros aspectos relevantes para analizar
sistemas de particulas.

Lo primero que vamos a hacer es escribir esquematicamente
las N ecuaciones de movimiento:

myt = Fiexg +Fat  +Fii+  +Fyy;

myt, = Fz(EXt) +Fp+  +Fi+ + Fyno;

(2.9)
m# = FO0 + By + + Fyi
Figura 2.3: Sistema deN particulas.
myty = F;E]exo + Fan + +Fono g

Tomemos la ecuacion de movimiento de la particulaésima y vamos a reescribirla de forma
mas compacta en término de una sumatoria:

X
mit = I'—’i(e"t) + Fy+ Fy + + Fpi = Fi(eXt) + Fii ; (2.10)
i6i

donde la sumatoria sobrg 6 i signica que estamos sumando sobre todas l& particulas
menos sobré:j 6 i=) j =1;:::i 1;i+i;:::N. Esto es debido a que no existe un término de
fuerza ejercida por la particula-ésima sobre si misma (autointeraccion). Si ahora sumamos todas
las ecuaciones de movimiento que tenemos en (2.9), escribiéndolas de la forma (2.10), entonces
obtendremos que:

X X
mt+ +myt=F & By o+ By
6] i6N
X X XX (2.11)
mit = Fi(eXt) + Fi
i=1 i=1 i=1 j8i
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Si lo pensamos un momento deberia ser bastante facil darnos cuenta que el dltimo término,
la doble sumatoria, debe anularse. ¥Por qué? Recordemos que en la sumatoria de las ecuaciones
de movimiento en el problema de dos cuerpos, ecuacién (2.2), usamosdad.8y de Newton para
anular Fj; = F;. Esto mismo sucede en este caso, que para par de particulgsvamos a tener

tanto el término F;; comoF;; :

XX
Fi =Fa+Fp+ +F;+F;+ =0:
i1 jei

De esta manera, la ecuacion (2.11) se simpli ca, quedando

XV . X X t
mit = |:’i(eX) + Fii =) mit = |:'i(eX) (2.12)

2.2.1. Centro de Masa

Analogo a lo que obtuvimos en el caso de dos cuerpos en la ecuaci_(,’m (2.3), si dividimos ambos
lados de esta expresion por la masa total del sistema, de nida coo N m; e introducimos
la siguiente generalizacion del vectaCentro de Masa (2.4) paraN particulas

P
Centro de Masa : : i
_ : R iz M |, (2.13)
Sistema deN particulas M
entonces nuestra expresion (2.12) nos queda

9

mn'-i = % mih =M li_'F'l =M R%
i=1 i=1 i=1 :) M I.? - F_I(_ext) : (2_14)

= _I(_ext) X\I I._=i(e><t) E

i=1

Nuevamente estamos obteniendo una expresion que equivale a la ecuacion de movimiento de
una particula de masaM y vector de posicionR, andloga a la que obtuvimos para el problema
de los dos cuerpos (2.6). Es decir, nuevamente estamos con rmando que nuestro tratamiento de
reducir un cuerpo extendido a una particula puntual nos permite analizar el efecto que tienen las
fuerzas externas sobre el cuerpo.

Pero esta simpli cacion de la descripcidbn, como ya mencionamos antes, tiene un costo y es el
de no poder conocer nada de la dinamica interna del sistema. Sobre como describir la dinAmica
interna en un sistema deN particulas hablaremos en la seccién 2.5.

Por los momentos veamos un par de ejemplos sencillos de célculdRdpara sistemas varias
particulas. El caso del calculo para sistemas continuos lo dejaremos para el capitulo 3, en el que
vamos a trabajar Cuerpos Rigidos.
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Ejemplo 2.1. Calculo del Centro de Masa para distribucién discreta de particulas:
Veamos a continuacion dos con guraciones de varias particulas sobre el plat® . En cada caso
debemos calcular el vectdR (2.13).

Ay Ay
L REREEEEEEEEPN | ; . 4m
| | 1 4 \\
| ! I // \
: : : / \\\
| ! 1 ’ N
@ h b \
| ! | , h \
: : : // \\
! ! [ \
| ! X |// \ X
I --} m de--ooo-- 5p7TTTT -5
O m O m

Figura 2.4: Particulas puntuales en los vértices Figura 2.5: Particulas puntuales en los vértices
de un rectangulo de un triangulo

Resolucion: Empecemos por analizar la con guracién (a) mostrada en la Figura 2.4. Para
ello, etiguetamos las particulas, escribimos sus vectores posiaidly usamos la expresionf2.13):

9 Myf1+ Maf+ Matz+ Myty
t1= 0; mi=2m;  Particula en(0;0) 3 R = M+ My + M3+ My
f, = bf; m,=m; Particula en (b;0) ~ _ mb{+ m(b{+ h+ mh{
f3= bf+ h{;, mz=m; Particula en (b;h) 3 5m
t,= h]\; Ms= m; Particula en (0;h) _ m(2bf+2ht)

5m

(@ R = S(bt+ hp)

Ahora trabajamos la con guracion (b) mostrada en la Figura 2.5, empezando nuevamente por
etiquetar las particulas y escribir sus vectores posicidn para usar la expresion(2.13):

My + Moty + Matg

R =
) 9 mi+ my+ m
£,=0; m;=m; Particula en (0;0) = m(Zb%) ) (42m)(b%+ hfy
f, = 2b%; m,=m; Particula en (2b;0) S = 6m
f3= bf+ h{; mz=4m; Particula en (b;h) _ m(6bf+4h) _ 2(3bf+2h1)
- 6m - 3

6

(b R = %(3b{\+2h{‘)
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2.3. Momentum Lineal

Como ya hemos comentado, el tratamiento que hemos usado anteriormente, en el que redujimos
cuerpos extendidos a una particula puntual, esta plenamente justi cado ahora que hemos conocido
el concepto de centro de masa (2.13) y hallado que su ecuacion de movimiento (2.14) corresponde
justamente a lo que estudiamos en cursos anteriores. Ahora vamos a querer conocer algunas can-
tidades relativas al sistema y relacionarlo con esas mismas cantidades escritas de alguna forma en
término del centro de masa.

Empecemos por eéldomentum Lineal 1, en particular por el momentum lineal total de nuestro
sistema. Debe ser inmediato para todos que éste no es mas que la suma de todos los momenta
lineales de ladN particulas de nuestro sistema:

X
Pr=P1t+t P2t +Pn= Pi: (2.15)

i=1
Si recordamos que estamos trabajando con particulas de masa constante, entonces tenemos que
X
pT = mi#; (2.16)

i=1

Ahora bien, dado que hemos hablado de que en cierto sentido podemos tratar al centro de masa
como si fuese una particula, esta claro que debemos poder de nir su momentum lineal de forma
analoga a como hacemos con una particula puntual:

P MR |: (2.17)

Si vemos la expresion (2.16) del momentum lineal total y esta expresion que acabamos de escri-

bir, recordando la de nicion deR, entonces nos daremos cuenta que estas dos cantidades estan
estrechamente relacionadas:
d d P m;t P m;#; X
P=-MR=—- R = - =M AR
dt dt M M

me& =) |P=pr |1 (2.18)

i=1
A partir de la de nicion del momentum lineal del centro de masa (2.17), deber ser directo
darnos cuenta que la ecuacion de movimiento del centro de masa (2.14) la podemos escribir como:

] 9

MR = Féext) = o

vied yr - 9p; =) | P=Fq (2.19)
Todt T odt

De esta manera tenemos que el momentum lineal total de un sistemaNlgparticulas obedece
una ley de movimiento, dada en (2.19), que depende Unicamente de las fuerza externa neta que
esté actuando sobre el sistema. Esto, como veremos a continuacion, nos va a permitir determinar
situaciones en las que el momentum lineal total, o alguna de sus componentes, sea una cantidad
conservada.

1Se recomienda al estudiante leer con detalle laeccion 2.2 (pag. 43) de [6].
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2.3.1. Conservacion del Momentum Lineal

De la expresion (2.19) es directo darnos cuenta que si la fuerza externa total que actia sobre
el sistema es nula, entonces el momentum lineal del centro de masa es constante:

9
EP - F(ext) = d
T — -8 = _ .
dt 9 aP =0 =) P = const: (2.20)
F_I(_ext) — 0 ’

Dado que estamos lidiando con sistemas de masa constante, esto implica también que la velocidad
del centro de masaR, es constante.

Pensemos ahora que la fuerza no es la fuerza externa total es nula, sino que alguna de las
componentes de ésta es nula. Planteemos esto en el sentido méas general y digamo$ gseun
vector constante en tal que la fuerza externa total es nula, esto er(FeX‘) " = 0. Esta claro que
sift es un vector constante, siempre podemps esgpger nuestro referencial inercial de manend que
sea uno de los vectores de la base cartesiarfal; K .

Tomemos nuevamente la ecuacion (2.19) y multipliquemos escalarmente ambos lados por el
vector unitario constantert:

d d

a P - F _I(_ext) n | a P n - F _I(_ext) ﬁ
d (ext) dPn
dt |_{Z_} rLi%_q dt (2.21)
= Pn -

=) P, = const:

Ejemplo 2.2. Una persona de masa patina sobre una pista de hielo a velocidad constante
v = V,{. En una mano sostiene una piedra decurling? de masam. En un momento dado arroja
lal bola con una velocidad, respecto a si mismo, dada po=  {. 3%Cual es la velocidad nal,
medida respecto al piso, de la persona?

Respuesta: Lo primero que debemos darnos cuenta es que el hecho de que la persona esté
patinando sobre hielo implica que podemos despreciar la friccion entre el patin y el hielo. Por lo
tanto, en la direccion en la que se estd desarrollando el movimiento no hay una fuerza externa
actuandd. Esto implica que la componentd®, del momentum lineal total se conserva. Lo otro
gue debemos darnos cuenta es que en el enunciado nos dan una velocidad medida por la persona
que patina, por lo que hay movimiento relativo que debemos tomar en cuenta cuando escribamos
nuestra ecuaciones.

Empecemos por etiquetar nuestros personajes: La velocidad nal de la persona la vamos a
denotar v; y a la de la piedra,#,. Como dijimos anteriormente, el momentum lineal total en la

2El curling un deporte olimpico que se practica sobre hielo y adopta los principios basicos de las bolas criollas.
La piedra, generalmente de granito pulido y de 20 Kg, es “lanzada’' por un jugador, que la desliza sobre un carril
estrecho de 45,5m de largo y 4,75m de ancho, mientras el resto del equipo va puliendo el hielo a su paso con unos
cepillos especiales.

3Como solemos hacer en los problemas de fisica basica, estamos despreciando la resistencia del aire.
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direccion { se conserva, por lo que (™ = p(fin):

p(n) = pl(fin)
(M + m)v, = Mw; + myy; (usamosv, = ~ + v¢)
(M + m)¥, = Mws + m(~+ v¢); (usamosws = ;%)
(M + m)vf = Mvif+ m( 4+ wh); (multiplicamos escalarmente a ambos pd)
(M + m)v, = Mvs + m(v; 0); (agrupamosvs )
M+ m)vo=(M+ m)vi  m;

M+ m)vg+m o=(M + m)v; (despejamosv; )

_ (M +m)vo+m,
i M+ m ¢

2.4. Energia Cinética

Ahora queremos estudiar la cuestion de la energia cinética en un sistema de parti¢ulBer
simplicidad nos vamos a limitar a presentar el caso de un sistema de dos particulas, pero la
exptension aN particulas es inmediata. Vamos a seguir de cerca el tratamiento que se hace del
tema en laseccion 9.5 de [9].

Empecemos por escribir nuevamente las ecuaciones de movimiento para el problema de dos
cuerpos, como hicimos en (2.1), y vamos a estudiar el cambio que produce un desplazamiento
in nitesimal dr; para cada particula, que es el que ocurre en un intervalo de tiemgb Para ello,
multiplicamos escalarmente por; ambos lados de las ecuaciones de movimiento, obteniendo:

h I 9

hmlh - Fl(eXt) +Fa dFy = m,t, dry

Fl(eXt) ary + Fp dFq;
=) (ext) (2.22)
FZ d’l"z + F12 d‘l"z .

|
mz‘F'z = Fz(eXt) + F» d1"2 ! mZ‘FZ d'F'Z

Deberia ser directo darnos cuenta quir; = ; dt.
Ahora procedemos a sumar las ecuaciones obtenidas, de manera que tenemos que:

FE&Y dr + By drg
F& dr, + B drs

m,t, dry
myt, dr;

(2.23)

mit, dr+ mot, drs I:{EXt) df'l{"z Fz(eXt) df'?"'FZl df’l{"z Fi2 df'?;

Fuerzas externas Fuerzas internas

donde hemos agrupado de manera separada los términos debidos a fuerzas internas de los debidos
a fuerzas externas. Vamos a trabajar cada grupo de términos por separado. Empecemos por el

4De particular utilidad para el estudiante va a ser repasar elcapitulo 9 de [5] y estudiar lasecciéon 9.5 de [9].
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lado izquierdo:

d - dr
mit dr; ¢ ’F'i:af—"r =) dﬁ=% dr = dw d—t'=ﬁ-r de;
Si de nimosv; | &, entonces
mi%i d"l"i = myyv, dVi (224)

El primer término del lado derecho de (2.23) lo dejamos expresado tal cual y pasamos a analizar
el segundo, referido a las fuerzas internas:

Fio dri+ Fip dF,
Fio (dry  drq)
= F12 d FF’Z {Z 1“12

Fo1 dfi+ Fip dfy Fo1 dri+ Fip dF,

Fl2=fy F1
Por tanto, se tiene que
Fo1 dri+ Fpp drp= Fpp drpo (2.25)
Con estos resultado, podemos reescribir (2.23) como
myvydvy + Movodv, = rl(eXt) d1°1{+Z F 5 dff t Fagg e (2.26)
Fuerzas externas Fuerzas internas

¥,Cudl es la utilidad de esta igualdad que acabamos de conseguir? Si nos jamos bien en la expresion
obtenida, no nos debe costar mucho trabajo reconocer los diferenciales que estan alli presentes. Del
lado izquierdo tenemos la suma de dos diferenciales de energia cinélica= d %mivi2 = m;v; dv;
mientras que del lado derecho reconocemos los integrandos de cuando calculamos el trabajo realiza-
do por una fuerza. De esta manera, integramos a ambos lados de (2.26) entre dos con guraciones
AyB

Z @ yANC Z Z
- mavidvy + -~ moVo d vy = F fexn drq + Fz(eXt) dr, + Fpo dep
"1 K | < {z }olE—z—1}
W (ext) W (int)

: : : : R
dondevi(A) y vi(B) es la rapidez cuando el sistema esta énB, respectivamente, y la integral . es
la integral de camino que conecta las con guracionds y B del sistema siguiendo la trayectoria
con la que el sistema evolucion6 d& a B. De esta manera obtenemos que

Ki+ Kp=W®9 4y (2.27)

n 0
SPor con guracion del sistema nos referimos al conjunto de etiquetas m;;+i;& que tienen todas las particulas

del sistema en un instante dado.
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donde Ki= Ki(B) Ki(B)yKi = %miviz.
La extension de esta expresion a un sistema @ik particulas es inmediata, especialmente si

W M lo pensamos en término de pares de particulas, como hicimos para llegar a la expresion
(2.12):

K ;= W (ext) + W (int) X (228)
donde N W
Kt Ki; w (TeXt) W i(exo :
i=1 i=1

La relacion (2.28) no expresa otra cosa que el hecho ya conocido de que el cambio de energia
cinética de un sistema de particulas es igual al trabajo total realizado por las fuerzas externas mas
el trabajo realizado por las fuerzas internas del sistema. Es completamente analogo a lo que tenemos
para una sola particula, con el afiadido de que ahora nos aparecen las interacciones internas del
sistema.

Por dltimo, el término W ™ merece que dediquemos unas lineas en su analisis, particularmente
porque nos sera conceptualmente Gtil mas adelante. Todos recordaran de el curso anterior que
cuando una fuerza es conservativa, el trabajo realizado por la misma no depende de la trayectoria
gue sigue la particula y se puede de nir una energia potencial. En el caso que nos atafie en este
momento, que son los sistemas de particulas, generalmente sucede que las fuerzas internas son de
tipo conservativas, de manera que se puede de nir una energia potencial inteEl,é”t) . Con esto
se tiene que podemos de nir un&nergia Interna (o Propia) del sistema

U=K:+EM™ (2.29)

Si unimos este resultado con el obtenido en (2.28), entonces se tiene que

u=we (2.30)

por lo que el cambio de la Energia Interna de un sistema es igual al trabajo realizado por las
fuerzas externas. De esto, inmediatamente se deriva una ley de conservadginergia Interna
de un sistema aislado permanece constante

De esto seguiremos discutiendo mas en detalle en su momento y el estudiante que quiera
profundizar en esto puede leer Iseccion 9.6 de [9]. Vamos ahora a trabajar un ejemplo para aplicar
lo que hemos aprendido hasta los momentos. El sistema que vamos a analizar es el presentado en
el Ejemplo 10 (pag. 48) yEjemplo 11 (pag. 51) de [6].

Ejemplo 2.3. Dos particulas unidas por una barra ideal: Consideremos un sistema com-
puesto por dos particulas, cada una de masa sujetas por una barra ideal de masa despreciable y
longitud 2°. El sistema se encuentra sobre una super cie horizontal perfectamente lisa, de manera
tal que podemos despreciar el roce entre las particulas y la super cie. La barra se encuentra engan-
chada en su centro por un cierto mecanismo tal que éste la puede mover en cualquier direccion de
la mesa.
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A partir de un cierto instante, el centro de la
barra se mueve con velocidad constantgf y
las masas empiezan a girar respecto al centro
con una rapidez angulat ..

Determine los vectores posicion; y veloci-
dad & de cada particula, asi como el vector
de posicion relativary,. Finalmente, deter-
mine la energia cinética totalkK + del siste-
ma.

Resolucién: De acuerdo al enunciado, el
centro de la barra se mueve a velocidad cons-
tante, por lo que podemos jar alli el origen
de un referencial inercial para describir el
movimiento de las masas y luego sumar el
movimiento relativo respecto a un origen -
jo en la mesa:

Figura 2.6: Dos masas unidas por una barra ideal
gue deslizan sobre una super cie.

.= Vot{ vector de posicion del centro de la barra. =) = ¥, + #®

Dicho esto, ahora debemos que jar algunas can-
tidades relacionadas con las condiciones iniciales R
que nos deja libre el enunciado. Por ejemplo, to-
memost = 0 el instante a partir del cual el cen- |
tro de la barra empieza a moverse con velocidad
constante. También tenemos la posicion angular |
inicial de la barra. Por simplicidad podemos to-
mar (t = 0) = 0, pero en este consideremos
(t =0) = =2y denimos como el angulo |
complementario (t) = =2 (). Veamos qué Qoo
implicaciones tiene esto para de nir la base de
vectores movileq1.3) y (1.6) en el planoXY en
el que se desarrolla el movimiento. Es directo dar- !
nos cuenta, a partir de las de niciones de dichos .
vectores y de la gura 2.7, que:

&, =sen {+cos [;

¢ =cos { sen Figura 2.7: Vista superior de las dos masas

Igualmente debe resultarnos directo ver que=  unidas por una barra ideal.

|
- O-
La manera en que vamos a etiquetar las masas es que la que esta en el plano superior en la

gura 2.7 sera 1y la otra 2. De esta manera, es directo escribir

F1=Fct+ & ;=) | F1= Votf+ 0 | [ B = v+ T o0
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Para la particula 2 debe ser mas o menos inmediato darnos cuenta eéfé= @, de manera que

fo=t. ;=) |[f2=Vtf & |, |[B=Vv{ 1.8

Ahora escribimos el vector,:

Flo=F, 1= . & fot+t & =) fio= 20,

Ahora nos falta calcular la Energia Cinética total del sistema:

K—lm +1m s
T—2 IS =] 2*—22

= Mt + 108 ) (vl + o8 )+ Jmiet 1o ) (Vof 16 )
= IM (o) om ()P

de donde nalmente se tiene que

Kr=mv2+(1,)?

Aungue tal vez no sea de inmediato evidente por la forma en que se escribieron las respuestas del
ejemplo anterior, pero si los analizamos un momento veremos que los resultados nos muestran que
obtuvimos expresiones que describian el movimiento del centro de masa y el movimiento relativo
a éste. %COmo es esto? Recordemos que el vector posicion de las particulas decidimos escribirlo
CoOmot| = t + fi(c). Aunque no hemos analizado todavia el caso de cuerpos rigidos, el hecho de
gue la barra sea de masa despreciable de darnos a entender que podemos usar la expresion (2.4)
de forma directa y que el resultado de ello serad g = +.. De ello debe ser inmediato darnos
cuenta que los vectoresi(c) estan relacionados con la dinAmica interna, en este caso puramente
rotacional, de las particulas. Con esto en mente, procedamos a discutifRalferencial Centro
de Masa y discutamos su relacion con la descripcion de la dinamica interna.

2.5. Dinamica Interna: Referencial CM

La descripcién de la dinamica interna para el problema de dos cuerpos surgid naturalmente de
las mismas ecuaciones de movimiento de manera parecida a como conseguimos el centro de masa.
Sin embargo, esa manera de proceder no la podemos extender directamente a un sisteni de
particulas. Nos quedaria una coleccion de vectores de posiciones relativas de pares de particulas
gue no es lo que queremos.

¥%Qué hacer? Lo que necesitamos es poder conseguir un punto especial relacionado con el sistema
en el que podamos jar un referencial, de manera que el vector de posicion de cada particula medido
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en él nos de informacion de la dindmica interna. Pero la cuestion es, ¥cudl va a ser ese punto que

escogeremos para centrar dicho referencial? Creo que la respuesta a esto debe ser bastante obvia

si re exionamos sobre lo que hemos aprendido anteriormente en este capitulo: el centro de masa.
Vamos a empezar por escribir el vector posicion de 70

la particula i-ésima de la siguiente forma

F=R++™ =) =g R; (231

ésima relativo al centro de masa. De esta expresion es
directo calcular el vector velocidad:

A~
donde+“™ es el vector de posicion de la particula
s=R+&™ 5 5V=s R (232) L

de donde resulta sencillo escribir su momentum lineal
respecto al centro de masa: X

™ = mie™ = mr mR=p; mR: (2.33) Figura 2.8: Referencial Centro de Masa

Ahora gque ya tenemos la expresiéon para el momentum lineal de la particutésima, vamos a
sumar a ambos lados de la expresion (2.33) sobre todasNaparticulas y veamos qué obtenemos:

X X X
p'(cm) - Bi m: R %
1

ii{(z)_} [Hz} ° £
=pr = Pr - em) — - (cm) — :
! =) P = Py =) | P, V=0 | (2.34)
% M3
plm = p, m R
=M

De esta manera vemos que el momentum total medido en el referencial centro de masa es nulo. De
hecho en laseccion 2.4 (pag. 53) de la guia [6], este referencial es presentado justamente como
El Referencial de Momentum CeroVeamos un ejemplo para ilustrar su utilidad e interés.

Ejemplo 2.4. Un juguete pirotécnico de masd que se encuentra suspendido de un techo gracias
a una cuerda ideal estalla en tres trozos. Dos de ellos, de m&d&a4 cada uno, salen disparados
con velocidades iniciales

V1 V1 Voo
Vél)=p—§(€+1\) Ry v = p—z({ﬂ‘) EQ’
respectivamente. ¥Cudl sera la velocidad inicial del movimiento del tercer trozo?

Resolucion: De acuerdo al resultado que obtuvimos €B.34), sabemos que para los tres trozos
del juego pirotécnico, al instante de la explosion, debe cumplirse que

(cm)

P

(cm) _

P+ Py + Py =0 ) ipg

(cm) .

P2
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Adicionalmente tenemos qué = m; + my, + mz = 2(M=4) + m3, por lo quemz = M=2. De esta
manera, tenemos que

(cm) (cm)

P = B

(cm) _

P, my v myvl

mav{) = sziz(ﬂr)wzﬁ Mz %(€+r)+—f%
D= PR n v FLeen+ 2R
M7v£,3)— MT ngf% =) v = Zsz%

Vamos a estudiar nuevamente la energia cinética de un sistemaNligarticulas, pero esta vez
nos vamos a enfocar en separar el movimiento del centro de masa y el que realizan las particulas
respecto a éste. Para ello, empecemos por calcuart; para la particulai-ésima usando (2.32):
B o= 1Er(cm) 1Er(cm) -R R+R 1Er(cm) + 1&T(cm) 1Er(cm) 1Er(cm)
(2.35)
- R R+2 ﬁr(cm) 1=__r(cm) ﬁr(cm) :

Con esta expresion, escribimos la energia cinétikg de la particula i-ésima y sumamos sobre
todas las particulas de manera de obtener la energia cinética tokat :

X X
Kr= Ki= Smg &
i=1 i=1
1
= S;m R R+2& R+ g™ glm
i=1
1 X X L X
=5 MR R+ mie™ R+ 5 me™ ™
= = , 0 (2.36)
*|
X ' X
= %MRL R+ mie ™ R-+]é' COCL)
| i=1 {Z } i=1
_p1(_cm)
- lur e 2 e e,

i=1
gue no es mas que suma de la energia cinética del centro de masa,

1
Kew MR R (2.37)
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mas la energia cinética total de las particulas en su movimiento respecto al centro de masa,

1 X
K $m) 5 mif;r(cm)

i=1

£ (2.38)

De esta manera, tenemos que

Kr=Kew+ KE (2.39)

Volvamos al planteamiento delEjemplo 2.3 . Como dijimos, es directo darnos cuenta que
fc=RYy queﬁ(cm) = &,. Dado que en ese cadd =2m, de la expresion nal que obtuvimos es
claro queK ¢y = mv2y K™ = m*21 2. En este caso, ademas, la separacion entre centro de masa
y movimiento relativo también resultdé en términos que corresponden un movimiento puramente
traslacional y a uno puramente rotacional. Sobre esta expresion de energia cinética rotacional
volveremos en el capitulo 4, cuando introduzcamos el momentum angular.

2.6. Problemas

Problema 2.1. Calculo del Centro de Masa: Considere las tres con guraciones que se pre-
sentan a continuacion y determine el vectoR respecto al referencial indicado en cada caso. En
todos los casos se trata de triangulos isésceles.

A\y /'\y /"y
@  3m ®) 3m © 2m
am | om ~2m 2m 3 i
~~~~~~~ ISR | om
S o 3 ;
! ; e R N
m 2m m b m b 2m

Figura 2.9: Célculo del Centro de Masa: Tres con guraciones.

Problema 2.2. Demuestre que el centro de masa de un sistemaNigarticulas de masa totaM

rmado por subsistemas cada uno de masdk;, My, ..., My Ny, N,,..., N particulas (con
N; = N), respectivamente, se encuentra localizado en la posicion que corresponderia a la del
centro de masa de particulas de masasvi;, M,, ..., M localizadas en los centros de masa de

cada subsistema.
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Problema 2.3. Un perro de masam esta parado sobre un bote de fondo plano de manera que su
distancia inicial hasta el muelle es,. El perro camina una distancias por el bote hacia la orilla

y luego se detiene. Sabiendo que la masa del bot&eg suponiendo que no hay roce entre el bote
y el agua, ¥cual sera la distancia que separa al perro y el muelle al nal del movimiento?

Problema 2.4. Dos mellizos completamente idénticos se encuentran en los extremos de un bote
de longitud™ que se encuentra inicialmente en reposo. El extremo del bote mas cercano a la orilla
esta a una distanciad de un embarcadero. En un momento dado, el mellizo mas alejado de la orilla
se mueve hacia el otro, quedando a una distanciddel embarcadero. ¥%Cudl seré la nueva posicién
-respecto al embarcadero- del navegante que permanecié sentado? Por simplicidad, considere que
la masa del bote es despreciable y que no hay roce entre éste y el agua.

Problema 2.5. Resuelva eproblema 5 de [g].
Problema 2.6. Resuelva eproblema 7 de [3].

Problema 2.7. Particulas sobre un aro de radio variable: Tres particulas, de masan cada
una, deslizan con rapidez angular constante, a lo largo de un aro de masa despreciable cuyo
radio varia segunR,(t) = A, 1+ %sen( ot) , dondeA,y , son constantes y tienen dimensiones
de distancia y frecuencia, respectivamente. El aro se encuentra en el platé , con su centro en
una posicion ja respecto a un referencial inercial. En todo momento las particulas se encuentran
en los vértices de un triangulo equilatero. Con base en esto, determine:

(a.) Los vectores posiciorr;, velocidade; y aceleraciént; de cada particula.

(b.) La Energia cinética de cada particula y total.

Figura 2.10: Particulas que deslizan a lo largo de un aro de radio variable.

Problema 2.8. Considere el juguete pirotécnico deEjemplo 2.4 . Dadas las las velocidades
iniciales alli indicadasv y v junto al resultado obtenido der | determine la energia potencial

del explosivo usado en la manufactura de dicho juguete pirotécnico.
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Capitulo 3

Cuerpos Rigidos: Introduccion

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que queremos decir cuando hablamos deQuerpo
Rigido. En general pensamos en una pieza de acero o algun otro material sélido de cierta dureza.
Si estuviéramos ahora mismo en el salon de clase, pudiéramos sefialar los pupitres, la mesa, la
pizarra o las paredes del salbn como ejemplos. Procedamos entonces a dar una de nicién formal:
Un cuerpo rigido es un sistema de particulas en el que, para todo par con vectores posi€jon
f; (i 6 j), se cumple que

jtf *fij= ¢ (constante) 8i6 j: (3.1)

Esto, sin embargo, no es sino una aproximacién. Si golpeamos una viga de acero escucharemos un
sonido producto de la vibracién del metal. El hecho de que el sonido se pueda propagar a lo largo
de materiales que podriamos considerar como cuerpos rigidos hace ver que considerarlos como tales
no es sino una aproximacion. El objeto real es en realidad deformable, aunque estas deformaciones
puede que nos sean imperceptibles a simple vista. Inclusive si pensamos en una estructura como
un edi cio, un puente o incluso el asfalto o el piso de concreto o roca, nuestra primera nocién seria
considerarlos como objetos rigidos. Sin embargo, basta un sismo para hacernos entender que no
lo son, que las ondas sismicas se propagan porque hay procesos de compresion y elongaciéon en el
material, entre otros, que permiten que la onda se propague a través de él.

Pero las aproximaciones tienen tanto un rango de validez como también un objetivo. Un mapa
de una pais nos sirve si estamos buscando un estado o regién, tal vez una ciudad grande, pero si
gueremos ubicar una calle en X ciudad, deberiamos buscarnos una mapa de dicha ciudad. Y en
sentido inverso sucede lo mismo. Si queremos buscar una ciudad Y, pero lo que tenemos a mano es
un mapa cuya resolucion es tal que nos permite distinguir edi caciones en la ciudad X, hasta que
logremos ubicar la otra ciudad que buscamos pasara mucho rato. Sucede de manera similar con la
descripcion de un cuerpo fisico. Si estamos interesados en describir una pared en una situacion de
equilibrio estatico, por ejemplo, sin pensar en propagacion de ondas sismicas nos sirve pensar en
un rigido. lgualmente si estamos realizando una observacion macroscopica, como las que hacemos
en estos cursos basicos, podemos considerar a la pared como una distribucion continua de materia
y no nos interesa entrar en el detalle que en realidad esa pared esta formada por moléculas que a
su vez estan formadas por atomos, etc.

Empecemos entonces este capitulo con la discusién de sistemas continuos de materia. Dado que
esto no es sino una extension de nuestra descripcion de Sistemas de Particulas, vamos a ir tomando
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los resultados previos y entrar en las especi cidades de sistemas continuos de materia.

3.1. Centro de Masa

En la seccién 2.2.1 ya conseguimos un resultado para el centro de masa de un sisteni de
particulas, dado en la ecuacion (2.13)
1 X
z R = m | m;t; :
i=1
Si queremos considerar un sistema continuo, lo que
debemos hacer ahora es pensar en seccionar nuestro
sistema continuo en elementos de masa cada vez mas
pequefios, cada uno con un vector posiciény masa
( m);. A medida que hagamos mas pequefios nuestros
elementos pasaremos del discreto al continuo, lo que
implica que tendremos

_________________________>

W Z
. i | (x); m; ! am; I av
gl i=1
A (3.2)
Figura 3.1: Elemento de masa en una dondex(x) se re ere al vector posicién del punto de
distribucién continua coordenadax = (X;y;z) y dondedm es la densidad

de masa, que discutiremos en la siguiente seccion.

Asi como habiamos de nido la masa total como una sumatoria, en el caso continuo pasamos a
una integral
W Z
M = m; ! M= dm; (3.3)

i=1 v

donde la integral es sobre todo el volumeyt del rigido.

3.1.1. Densidad de Masa

Al igual que con la nocion de rigidos, todos tenemos una nocion de lo que es la densidad,
especialmente para el caso de sistemas homogéneos:

= o (3.4)

dondeM es la masa total del cuerpo ¥ su volumen total. Sin embargo, la distribucion de masa no
necesariamente tiene por qué ser igual a lo largo y ancho de todo el rigido, por lo que la expresién
(3.4) es un promedio global de la densidadh, i. ¥2Como describimos entonces una densidad que
me permita obtener la funcionalidad de la distribuciébn de masa en el sistema estudiado? Pense-
mos justamente en cOmo acabamos de hacer para pasar del sistema discreto al sistema continuo:
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consideremos un elemento in nitesimal de magam ); y el volumen in nitesimal que éste ocupa,
(V)i

m dm
1 = — |-
VoV (3.5)

de donde ahora debe ser claro que podemos escribir

Q
<

dm= dV : (3.6)

De hecho, estas mismas expresiones las pudiéramos utilizar para describir sistemas de particulas,
s6lo que en ese casoya no es una funcién continua sino que debe expresar esa discretizacion, es
decir, debe ser alguna “funciéh'apropiada tal que valgam; en la posicion de la particulda-ésima
y cero en todo el resto del espacio.

En nuestras expresiones hemos escrito todo en términos de volimenes, pero podemos de nir
nuestras expresiones también para elementos super ciales y lineales, de manera que en general
tenemos

= dd_m Densidad Lineal
= d_m; Densidad Super cial (3.7)
dA
dm . "
= v Densidad Volumétrica
con la consiguiente generalizacion de (3.6)
8
2 d
dm = dA (3.8)

Con estas de niciones, ya tenemos una manera de reescribir la expresion (2.13) para un sistema
continuo de masa: -

=

1
R = M Vf(x)dm

(3.9)

dondeM viene dada por la integral correspondiente de (3.3).

3.1.2. Determinacion del diferencial de masa

Para calcular nuestra expresion (3.9), primero debemos tener claro como escribir el diferencial
de masadm segun sea el caso de una distribucion de masa lineal, super cial o volumétrica. Aca
s6lo vamos mostrar los resultados y le sugerimos al estudiantes que lea con detalle las secciones
2.1.3 y 2.1.5 de la guia del profesor Caicedo [6] o cualquier libro de célculo multivariable de su
preferencia.

1En realidad, una distribucién.
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3.1.2.1. Elementos de masa lineales

Vamos a empezar a trabajar con una districion lineal de masa, de manera que
dm= d:
En el caso mas sencillo, tenemos evidentemente glie= d x, pero esto es soélo si el objeto con el
gue estamos lidiando es recto y por tanto podemos usar un diferencial cartesiano. ¥Qué pasa si

el objeto es curvo? Para ilustrar esto, trabajemos un ejemplo sencillo: Un semiaro de migsy
radio R.

Ejemplo 3.1. Consideremos un alambre muy delgado, de ancho despreciable, de masa Nbtal
gue se dobla hasta formar un semicirculo de radta Determine la posicion de su centro de masa,
considerando el material del alambre homogéneo.

Resolucién: Dado que se trata de un alam-
Yo bre delgado, lo estamos considerando como
un elemento lineal. Adicionalmente, al es-
tar hecho de un material homogéneo, pode-
mos usar directamente la expresion analoga
a (3.4):
M 1 M

—: 1= Z2R = R; =
| 2 )

Ya determinada la densidad lineal del alam-
bre, nos falta determinar el elemento dife-
rencial de linead". Para ello, veamos la si-
guiente gura:

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
(e
—————————————————— Fom e
|
|

Figura 3.2: Centro de masa para un alambre ho-
mogéneo en forma de semiaro.

El elemento de arco in nitesimald” co-
rresponde a una abertura de angulo in ni-
tesimald . De la gura 3.3 y recordando lo
aprendido sobre la longitud de un segmen-
to de circulo, debe ser directo darnos cuenta
gued’ = Rd , de manera que

M M

dm = d:—RRd:—d:

Ahora escribamos la integral que debemos re-
solver, a partir de (3.9)
z z

R=— £ d=_— f—d
M I M 0

En cuanto al vectorr de la integral, debe ser _ _ _
evidente que éste es el vector de posicion de Figura 3.3: Elemento diferencial de linea en coor-

un punto sobre el aro (circunferencia): denadas polares.
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Z Z Z
R:E 1=d:E Rt}rd:E (cos f£+sen PN d
20 0 0 3
Z .0 Z
= E§ cos d £+ sen d r‘é: §r‘
° |2 {z }

=2

En este ejemplo hemos conseguido un resultado sobre el que vamos a insistir en numerosas
ocasiones: la simetria del objeto a lo largo de un eje. Si nos jamos en el semiaro presentado
en la Figura 3.2 , respecto al ejey debe resultarnos evidente que a ambos lados hay la misma
distribucion de materia. Esta simetria en la distribucion de la materia nos debe hacer esperar
el resultado de queR no tuviera componente erf. La simetria de la distribucion de materia en
objetos extendidos, particularmente en el caso de densidades homogéneas (constantes), nos va a
permitir determinar la posicion del centro de masa a veces sin tener que realizar el calculo.

Pensemos un momento en el mismo alambre delgado del problema anterior. En lugar de doblarlo
de manera de formar un semicirculo, lo doblamos de manera tal que completamos el circulo de
radio R® Por la simetria del objeto, deberia ser directo darnos cuenta que el centro de masa del
aro completo debe estar en su centro geométrico. Vamos a veri car este resultado pensando en lo
gue acabamos de calcular. Una manera es darnos cuenta que lo que debemos es cambiar nuestros
limites de integracion d€]0; ] a[0;2 ]. De esto debe ser inmediato ver que tanto la integral n
como enf* se anulan.

Otra manera, que nos va a interesar usar en otros ejemplos, es la siguiente: sin necesidad
de repetir explicitamente la cuenta del ejemplo anterior, est4 claro que si en lugar de colocar el
semiaro en el hemisferio superioy, 0, lo ubicamos en el hemisferio inferioy 0, obtendremos
un resultado igual pero de signo contrario. Esto es,

R = R P
Usando lo que nos piden demostrar en Broblema 2.2 para calcular explicitamente el centro de
masa del aro circular entero, tenemos que

MR +MR

R
M

=0:

R, OR,

Z‘Z

Evidentemente, si consideramos nuevamente el alambre, éste lo podriamos doblar en formas
correspondientes a distintas curvas, como por ejemplo el de una semiesfera. En general, en muchos
de esos casos tendremos que usar una parametrizacion adecuada de la curva de manera que poda-
mos resolver la correspondiente integral de (3.9). En este momento no nos extenderemos en estos
detalles, sino que seguimos hacia guras planas.
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3.1.2.2. Elementos de masa super ciales

Para el caso de una distribucion super cial de masa, nuestro elemento diferencial de mérsa
viene dado por

dm= dA:

En este caso, el diferencial de area podemos escribirlo directamente en coordenadas cartesianas
como en polares:

dx dy ; cartesianas
dA = 3.10
rdrd ; polares ( )

La expresion dedA en coordenadas cartesianas es directa, mientras que la correspondiente a
coordenadas polares tal vez necesite una breve justi cacion. Por un lado, podemos revisar la deri-
vacion de laseccion 2.1.3 (pag. 36) de [6] en términos de un vector de desplazamiento diferencial
dr escrito en la base polar. Aca lo que haremos es utilizar un enfoque gra co analogo al usado en
el ejemplo 3.1, en este caso para un semidisco de radig masaM .

Ejemplo 3.2. Considere la mitad de un disco plano, de radiB y masaM, manufacturado a
partir de un material de distribucibn de masa homogénea. Determine la posicion del centro de
masa.

Resolucion: Dado que se trata de un
disco delgado, lo estamos considerando como
un elemento super cial. Adicionalmente, al
estar hecho de un material con distribucion
de masa homogénea, podemos usar directa-
mente la expresién analoga €3.4):

9
2

I\JII—\>|§
|

—2M.
~ RZ

Ya

*V

X A=>R?=ZR?

-

NI =

o

Ahora vamos a determinar el elemento dife-
rencial de areadA, para lo cual hacemos un
acercamiento al que dibujamos en la Figura
3.4:

Figura 3.4: Centro de masa para un semi-disco
con distribucion de masa uniforme.
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co diferencial, al igual que en el elemento
de linea en el semiaro edl” = rd . De
esa manera, el elementdA no es otra co-
sa sinodrd =dr(rd) = rdrd . En el
caso del vector de posicion de nuestro ele-
mento diferencial dA, tenemos, de forma
analoga al caso del elemento de linea, que
f =1t = r(cos {+sen ) Con todos
los elementos de nidos, procedemos a escri-

Como podemos observar, la longitud de ar- \d‘: rd

bir nuestra ecuacién para el centro de masa
a partir de (3.9):
Z Z . : . ‘
R = 1 dm = 1 dA Figura 3.5: Diferencial de Area en Coordenadas
M Af m=wm Af Polares
1 z 1 z 2
R=— + dA= — r(cos {+sen ) — (rdrd)
M M R 2
) i , Z Zg
= R3 ré(cos {+sen PM)drd = =3 r?(cos {+sen PMdrd
2 7 0 0
2 R
= Rz rdr (cos §+sen Pd
0

La integral respecto ar es directa de resolver, mientras que para la integral enpodemos usar el
resultado que obtuvimos en éjemplo 3.1 . De esta manera se tiene que

Z . 3 z
r2dr = —; (cos {+sen PNd =2
0 3 0
Con esto, nalmente tenemos que
!
2 R3 4R
R=-< = op=22
R 3 r 3 r

Al igual que con el caso del aro, del resultado anterior podemos veri car facilmente que el centro
de masa de un disco plano esta ubicado en su centro geométrico. Para ello, podemos escribir, de
forma analoga a como hicimos para el aro circular, que

_ MsupRsup) + Mint )Reint ) _ M(sup 4R
M M 3

R P g—Rf‘zo:

Pero vamos a presentar un ejemplo de como podemos utilizar el resultado ledblema 2.2
para calcular el centro de masa de un objeto con un espacio vacio en él. Para ello, calculemos el

centro de masa de un objeto como el presentado erPebblema 9 (pag. 4) de [3].
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Ejemplo 3.3. En un disco plano de radidR hecho de material con distribucién de masa homogénea
se taladra un hueco de radio a una distanciaa del centro geométrico del disco. El objeto obtenido
tiene masaM . Determine su centro de masa.

Resolucion: Debe ser relativamente evidente que este problema no lo podemos enfrentar via
la integral de (3.9), ya que no es sencillo escribir la densidad de masa que describa la situacion
del objeto descrito. En cambio, podemos pensar en un artilugio matematico basado en el resultado
del Problema 2.2 .

Pensemos el disco entero de radiR es la suma del disco con hueco (Figura 3.6 mas un disco
de radior, ambos del mismo material de densidad por determinar. De esa manera, el disco con
hueco podemos asumirlo como el disco entero de ratomenos el disco de radio. O lo que es
lo mismo, al disco entero de radidR y densidad le superponemos un disco de radiode masa
negativa, con densidad

Dado que el dato de la masa es del disco con hueco, calculemos primero la densidad super cial
del material:

9
- M 2
A = M
A=A A 3D T TR
= R2 r2’

Ahora escribamos nuestra expresion del cen-
tro de masa en términos de los centros de
masa del disco completo y del hueco:

Mptp + Mpfy

R =
M
donde
M M R?
mp = Ap = R?= :
D D (R2  r2) R2 r2
M Mr?2
. . . . Mh= An= R2 r2 = R2 r2'
Figura 3.6: Disco de radioR con hueco circular ( re) r
de radior. _
fp = 0y r, = a{. Asi, se tiene que
0
R = mp ¥p mpt, = Mr? a £= ar? .
- M - RZ r2M ‘' R2 r2Y

3.1.2.3. Elementos de masa volumétricos

Para nalizar esta seccion, vamos a analizar distribuciones de masa volumétricas. En este caso,
el diferencial de masa viene dado por
dm= dV ;
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donde el diferencial de volumen puede estar dado de la siguiente manera:

8
2 dxdydz ; (cartesianas)
dv = S %d%d dz ; (cilindricas)
rsen drd d ; (esféricas)

(3.11)

Los elementos de volumen en las coordenadas cilindricas y esféricas se presentan en las Figuras 3.7
y 3.8, respectivamente. Su derivacion la dejamos por el momento y el estudiante interesado puede

revisar laseccion 2.1.5 (pag. 40) de [6].

Uno de los aspecto involucrados en estos calculos, y mas aun en los calculos de momentos de
inercia que veremos en el capitulo 4, involucran integrales maltiples. Engemplo 3.2 tuvimos
gue calcular una integral doble, pero ésta no presentd mayor problema, ya que era factorizable en
dos integrales simples independientes. Veamos ahora un caso en el que esta simpli cacion de la
integral es nuevamente posible con un ejemplo basado erPabblema 8 (pag. 4) de [3].

/

X

Figura 3.7: Elemento de volumen en coorde- Figura 3.8: Elemento de Volumen en coordenadas
nadas cilindricas. Tomado de StackExchan- esféricas. Tomado de StackExchange.

ge.

Ejemplo 3.4. Considere un cono macizo de Masil , distribuida homogéneamente, de altursl

y base circular de radioR. Determine su centro de masa.
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+Z Resolucién: Empecemos por determinar el volu-
men de un cono de base circular. Para ello, debemos
integrar el diferencial de volumen. Por simplicidad, to-
mamos como diferencial de volumen discos de radio
r(z) y anchodz, de manera que

z z Z .
V= dvV= A(2)dz= r 2(z)dz
0

de manera que debemos determinar la dependencia del
radio del disco con la altura en el cono. Para ello use-
mos la tangente del angulo:

y
X«

R r(z) R
tan = — = =) r(z)=(H 2z)—
Figura 3.9: Cono macizo. H H z ) r@)=( )H
De esta manera, la integral del volumen queda:
VA H X Z H R 2 R 2 Z H )
V= r dz = H — dz= — H d
S r@dz= (M o2y dz= g (H 2
Esta integral es directa de resolver, obteniéndose
Z _
R27H R2 1 = R 2 1
V= H 2)%dz= — Z(H 2)° = — 0 H® =ZR?H
HZ ( : Hz 3 ) 2=0 3H?2 3
Con este valor del volumen, es directo ver que
M 3M
"V RZ2H’
Ahora procedemos a calcular el centro de masa, usan(®9):
Z z Z
1 1 1 3M
R=— fdm=_— + dv=— % ;z %% dz
My My VAR

El vector #(%; ;z) vendra dado por
(%; ;2) = %, + 20, :

Sin embargo, por consideraciones de simetria, debe ser evidente que la Unica componente no nula
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deR debe ser ek, de manera que

s Z . s ZnZzZ.yy #Q
R = %lud dz R= —>— Yelvd d
R2H ° 2 RH o o o ° 2
3 ZZ ZHZr(z) Q 3 ZHZr(z)
= d z%%dz K= 2 )
R 2H R 2H
|_O{ZZ_} 0 0 0 0
) (7 )
6 Hr2(2) 3 H R ?
= dz K = H — zdz K
RH , 2 °% Ry , Dy 2
z z
3 H R? 3 ~ A
= (H 2z)?5zdz K= = (H 2z)%zdz Kk
RZH o H? H° o |
3 1, 2. 4 b,y 3 1 H
= = =z* ZHz®+ ZH R=—= —H* K R=—K
He a° 32T 20 TERN )
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3.2. Problemas

Problema 3.1. Considere un alambre de grosor despreciable, el cual podemos considerar como
un elemento lineal. Durante su proceso de fabricacion, éste no mantuvo un grosor homogéneo a
todo lo largo, sino que aumenta de forma constante de un extremo al otro. Dado que queremos
lidiar con un material unidimensional, esta variacion de grosor podemos modelarla considerando
una distribucién de masa no homogénea. Si el alambre se coloca de forma recta, tendremos que su
densidad sera una cierta funcién (x).

El alambre en cuestion se dobla de manera de formar un semi aro de raiocomo el del
Ejemplo 3.1 . Con esta con guracion, podemos pensar en una densidad de masa dependiente del
angulo . Por ejemplo, podemos usar

()= o1+ sen =

5 (3.12)

donde ,y son constantes de dimension apropiada. Con base en lo anterior, determine:

(@) o si el alambre tiene masa totaM y = %

(b) El vector de posicion del centro de masa.

Problema 3.2. Determine el centro de masa de una placa delgada de mislsale forma rectangular
de anchoA y alto B en los siguientes casos:

(a) constante.
by = x.

c) =y.

Problema 3.3. Arandela semicircular de ancho b:
Se tiene media arandela plana de masa total g
M, radio exterior R y radio interior r, de
manera queR r = b. La densidad del objeto
no es constante sino que viene dada por la
funcion (radial) (r) = r, donde es una
constante de dimension apropiada.

(a) Determine su centro de masa.

-

|
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
o

¥
I

I

(b) Determine el valor de tal que el cen-
tro de masa esté ubicado eéfi M Figura 3.10: Media Arandela con distribucion de
masa no homogénea.
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Problema 3.4. Demuestre que los tres elementos de super ai\ en coordenadas cilindricas
f%; ;zg que se obtienen al jar una de las coordenadas estan dados por:

8
2 %sen d dz; %const. (concha cilindrica)
dA = S dvadz ; const. (plano vertical) (3.13)
%% ; z const. (disco horizontal).

Problema 3.5. Se tienen dos cilindros macizos de alturbl y base circular de radioR. Ambos
estan fabricados del mismo material con distribucion de masa homogénea. En el primer caso, al
momento de su fabricacion le quedd una burbuja esférica de aire atrapada de radicuyo centro
estd a una distanciad sobre el eje z de la base. En el segundo caso, al cono se le ha taladrado un
hueco cilindrico de radior, centrado a una distanciad del eje de simetria.

El primer cono tiene masa totalM , mientras que el segundo tiene masd °y se muestran en
la gura 3.11. Determine sus centros de masa.

(@)

z

(b)

- N

Figura 3.11: Cilindros Ahuecados: (a) Burbuja Esférica y (b) Hueco Cilindrico.

Para los siguientes problemas resulta Gtil recordar que las coordenadas esféricag sory
tales que

p__
r= x2+y2+ z2; | r2[0;1)
X = rsen cos; . '

y = rsen sen ; =arccos p T yir 2 ; 2[0; ] (3.14)

Z=1COS ;
= arctan

X<

; 2002 ]

donde , llamado angulo azimutal, coincide con el angulo polar, mientras que denominado
colatitud, es el angulo formado entre la verticat y el vector+ (ver Figura 7.1 ).
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De las anteriores expresiones es directo darse cuenta que se puede de nir la base de vectores
esféricost}, ;& ;& g, que forman una triada de versores ortonormales de mano derecha, como

®, =sen cos {+sen sen [+cos K;
@ =cos cos {+cos sen | sen K; (3.15)
¢ = sen {f+cos |-

Vale destacar que el versoft, que acabamos de introducir no debe confundirse con el que
de nimos en (1.3), que es el vector radial en la base polar y cilindrica.

Problema 3.6. Demuestre que los tres elementos de super c#A en coordenadas esféricas
fr, ; g que se obtienen al jar una de las coordenadas estan dados por:

8
>r?send d; r const. (concha esférica)
dA = _ Fsen drd ; const. (concha cdnica) (3.16)
rdrd ; const. (seccion disco vertical).

Problema 3.7. Determine el centro de masa de un cascardn semiesférico de raRiy masaM ,
distribuida homogéneamente.

Problema 3.8. Determine el centro de masa de un octante de una esfera sélida (bola) de radio
R y masaM, distribuida homogéneamente.

Problema 3.9. Determine el centro de masa del hemisferio superior de una esfera sélida (bola)
de radioR y masaM, distribuida homogéneamente.
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Capitulo 4

Introduccion al Momentum Angular

En el presente capitulo vamos a introducir el concepto d@aomentum angulara partir de
su conservacion en fuerzas centrales. Aunque este tipo de fuerzas seran discutidas en detalle en
el Capitulo 7 , el analisis de las ecuaciones de movimiento bajo este tipo de fuerzas permiten
introducirlo naturalmente. En esta primera parte vamos a seguir de cerca la presentacion que se
hace en laSeccion 1.2 de [6].

4.1. De nicidn

Consideremos una particula de masa y vector de posiciont que se mueve bajo la accidon

de una fuerza centralF. = F,(r)®,, cuya fuente hemos colocado convenientemente en el origen
de nuestro referencial. Supongamos que el movimiento de desarrolla en un plan@scribamos
las ecuaciones de movimiento correspondientes en la base de vectores polares, usando la expresion
(1.20) de la aceleracion que conseguimos erCelpitulo 1 :

8

< més r2 =F((); (@)

mt=F, =) (4.1)
" mr*+2r_ =0; @)

Vamos a centrarnos en la ecuacion €n vy trabajarla un poco:

d
mr®+2r_=0=) mr*+2mr =0 =) amr2_=0; (4.2)

de donde podemos ver que hay una cantidad cuya derivada total respecto del tiempo es nula. Esto
es,

omr?_ (4.3)

es una cantidad conservada (constante). Hay que destacar que el hecho de geea constante no
implica necesariamente que o —deban por si solas ser constantes.

1En el Capitulo 7 demostraremos que efectivamente el movimiento bajo una fuerza central se desarrolla limitado
a un plano.
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Veamos podemos expresar aen término de cantidades dinamicas relevantes del sistema. Al
ser una cantidad conservada, es de esperarse que éste sea el caso. Si reagrupamos los términos en
* como

Y= mr?

—=r mr_;
podemos pensar en escribircomo la norma de un vectoC que sea un producto vectorial de un
par de vectores cuyos modulos son los factores que hemos agrupado. De esta manera, escribimos

= Co= (r},)  mr (4.4)

El vector que tenemos del lado derecho del producto vectorial es casi el momentum lineal, pero la
componente de la velocidad involucrada en la expresion es solo la componente tangencial. Es decir,
tenemos quemr 2 =(p @ )& . Sin embargo, recordemos que si a ese vector le sumamos uno
en la direccion?t, no me cambia el resultado del médulo en cuestion. De esta manera, podemos
completar afiadiendo la componente radial del momentum lineal y tendremos que

= L= (rdy) mr ¢, + mr =j P 9 C  p (4.5)

El Momentum Angular  es una cantidad fisica con una importancia fundamental y va a jugar
un papel principal en la descripcion de la dinamica de objetos extendidos.

Vamos a empezar a calcular el momentum angular en un par de ejemplos para ilustrar lo que
hemos encontrado hasta los momentos. Empecemos por un comparar el momentum angular medido
respecto a dos origenes distintos con la siguiente con guracion.

Ejemplo 4.1. Una particula de masam esta conectada a una barra ideal de longitud y masa
despreciable, inclinada un angulo constante respecto a la vertical. La particula rota respecto a
dicho eje a una rapidez constante,. Determine el vectorC respecto a los punto®\ y B.

Resolucion: Dado que en el enunciado no

nos jan las direcciones, podemos decidir etique- e
tar el eje de rotacion como?,, de manera que __________
~ = 1,8,. Para calcular C usaremos la deni- . Be
cion (4.5), por lo que empezamos por escribir el T
vector momentum linealp de la particula en la
base de vectores cilindricos. Dado que la trayec-
toria es circular, sélo hay componente et , por

lo que

p=mr,! o ; r, =lysen:

Ahora veamos el vector de posicion de la particu- A

la, medido tanto desdédA como deB: _ , . L
Figura 4.1: Particula en barra ideal inclinada

fa = l,sen @, + l,cos @,; +g = l,sen &,: rotando con rapidez angular constante.
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Ahora podemos calcular el momentum angular desde los dos puntos que nos piden:

Ca=*a p=(lpsen &, +lycos &,) (mlysen! &)
mi2sen ! jsen (@, & )+cos (@, )]

A

= mlZsen ! jsen &, +cos ( &,)]

= miZserf ! ,&, mlZsen cos! ,t,:
B - Cg =g p=(lpsen &;,) (mlysen! &)

= mlZserf | ,(@ @)= mlZserf ! ,&;:

Como una nota nal respecto al ejemplo anterior, podemos darnos cuenta qg se puede
escribir usandor, de manera que su norma nos quede como en (4By = miZserf ! @, =
m r,_% | o&,. La cantidad r» debemos mantenerlaa mand, ya que nos va a resultar relevante en el
resto del capitulo.

4.2. Sistemas de Particulas

Como indicamos en l&Seccion 1.2, las analogias entre el movimiento rectilineo y el rotacional
(con eje jo), aunque tienen sus limitaciones, nos sirven para enlazar conceptos. En ese sentido,
de la misma manera en que pudimos de nir el momentum lineal total de un sistema de particulas
como la suma de los momenta lineales de cada particula (2.16), en el caso del momentum angular
podemos hacer lo propio y de nir el momentum angular total de un sistema d& particulas como
la suma de los momenta angulares de sus partes:

Cq C (4.6)

Al igual que hicimos en elCapitulo 2 , vamos a ilustrar esta de nicién analizando primero un
sistema de dos cuerpos para luego avanzar al sistema de muchos cuerpos.

4.2.1. Sistema de dos cuerpos

Para nuestro sistema de dos cuerpos rotando, vamos a considerar dos particulas que giran en
torno a un mismo eje, como el sistema presentado ereggmplo 2.3 , centrandonos en el diagrama
presentado en laFigura 2.7 . Recordemos que en ese caso habiamos estrito

1= Vot {+ lpth,; = Vot lpt,;

(4.7)
1= Vol + Ipl ot 2= Vol Ip!lot ;

2Hemos cambiado la notacion de la longitud de la barra ideal d& a 2l, para evitar confusiones con el médulo
del Momentum Angular.
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con cada particula de masan. Calculemos ahora el vectol; de cada particula usando las expre-
siones anteriores:
Ci =t pi = (Votf Iptd) [Mm(Vvof Ip!otd)]
= Votmlp! o(f @) lemve@, P+ mlg! @ o)

= votmlp! & ( sen P Ilpmve[(cos [N {1+ midl @, &) (4.8)
= vtmlp! osen K Iymvycos K+ mi2t oK:
Para calcular el vectorCt, sumamos el resultado para cada particula:
Cr=Ci+Lo=  yirlg ée(n)(céis(%? lbmvocos K+ mi2t R
+ (vo(crhlgl(o(sén(%? + lpmvycos R + mi2l ok (4.9)

=2mi2l Kk

De este resultado destaguemos un par de aspectos importantes. Lo primero es que si vemos el
resultado nal, hemos podido jar el origen del referencial en el centro de la barra y habriamos
llegado al mismo resultado. Este punto lo retomaremos en $&ccion 4.5 cuando estudiemos el
referencial centro de masa. Lo otro es que, tomando en cuenta due ! .k estamos obteniendo
es que el momentum angular et = Mr3+~, dondeM =2my r, = l,. Sobre esto insistiremos
en laseccion 4.3. Por lo pronto avancemos al caso general de un sistemaNleparticulas.

4.2.2. Caso General: N particulas

Vamos ahora a considerar un sistema de
N particulas, como hicimos en laseccion
2.2. Por simplicidad, vamos a limitarnos a
considerar un rigido, aun cuando mantenga-
mos la nocion de una coleccion discreta de
particulas puntuales, como se muestra en la
Figura 4.2 . Adicionalmente, nos concentra-
remos en un movimiento puramente rotacio-
nal respecto a un eje jo. De esta manera, to-
das las particulas del sistema rotan respecto
a z con una rapidez angular constante, que
denominaremos como siemprie,.

Analicemos la particulai-ésima, con vec-
tor de posiciénf;. De acuerdo a lo que aca-
bamos de ver en eEjemplo 4.1 , su radio
de giro esr, = + @,. Dado que hemos li-
mitado nuestro andlisis a estudiar un movi-
miento puramente rotacional, el momentum
Figura 4.2: Sistema deN particulas rotando res- lineal de la particula esp; = mjr;, ! ;@& .
pecto a un eje jo. Con todos estos insumos, ya podemos calcu-

lar su momentum angularC;:
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I
I

i Bi= Ty 0 + rikoz (mi ri, 1ot )
mir2 1@ @)+mr,rl,@, @) (4.10)
mird Lott, mir,ri ! ot ;

donder;, = ¥ ®&,. Para calcular el momentum angular total lo que tenemos es que sumar la
expresion anterior sobre todas las particulas, de acuerdo a (4.6):

X X ,
Cr= C; = m; I’i? I o, m; ri, I, 1ot
i=1 i=1
X
= mirg 1o, miri,ri, !ot (4.11)
i=1 i=1
X
= mirg + miri, ri, !ol:
i=1 i=1

Mientras que los términos de la primera sumatoria siempre van a ser todos positivos, precisamente
al contenerr? , en el caso de la segunda, esto no necesariamente ha de ser asi. Incluso, podemos

1o

suponer una distribucion simétrica tal que

X
mri, ri, =0;
i=1

en cuyo caso se cumple que

Cr= mir? ~: (4.12)
i=1
La analogia que hemos mencionado reiteradamente entre movimiento rectilineo y el rotacional
va a ser muy util para introducir una cantidad de suma importancia en el movimiento rotacional
como lo es elfensor de Inercia y los momentos principales de inercia. Pero dejemos eso para la
siguiente seccidén y veamos tres ejemplos sencillos en los que utilizaremos los resultados obtenidos
en (4.11).

Ejemplo 4.2. Consideremos las tres con guraciones que se muestran erFigura 4.3 . En cada
caso, la barra tiene longitud?l, y el giro respecto at, tiene rapidez angular! , constante. Cada
particula tiene masam y el &ngulo mostrado en cada caso es jo. Determine el momentum
angular total del sistema.

Resolucion: En el caso de la con guracién(a), podemos darnos cuenta que se trata del caso
analogo al que ya analizamos en keccion 4.2.1 y las cantidades dinamicas relevantes son las
mismas que las mostradas en la ecuaci@a.7) tomandov, = 0. Por ello es directo escribir que

Cr =L+ 0= mig! o0, + mi2l o, =2mlid! .8,
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Figura 4.3: Particulas en barras ideales rotantes: (a) Caso Simétrico, (b) Barra Inclinada y (c)
Barras Inclinadas Simétricas.

Para la con guracion (b) usaremos la expresioi4.10), para lo cual debemos determinar quiénes
sonri, yri. De laFigura 4.3 es directo darse cuenta que
r, = lpsen; r; = I,cos:

k

con lo cual tenemos que

Ci= mri & mr,n, !o® =miiserf | &, m( lpsen )( ly,cos )! 8,

mi2serf | &, ml2sen cos! ,0,:
Si sumamos para ambas particulas, entonces es directo obtener que

Cr=Ci+LCy=2ml2serf ! &, 2mlZsen cos! ,&,:

Finalmente, para la con guracion (c), usamos losri, y ri, gque acabamos de determinar y hay

gue notar que vamos a tener dos expresiones para los vect@redPara las particulas conectadas
por la barra ascendente de izquierda a derecha ciertamente tendremos de nuevo que

(@) = mr2 +  mrir, o8, = migserf ! &, m( l,sen )( Iycos )! ot

miZserf | ,&, milZsen cos! &, ;

pero para las particulas en la barra descendente de izquierda a derecha tenemos en cambio que

L= mr2 = mr,r, 1o = miZse? ! @, m( lpsen )( Ipcos )! o8,

miZserf | &, + miZsen cos! &, :
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De esta manera, tenemos nalmente que

(ascy) (asc:) i~ (desc) (desc)

( (
2miZserf | .0, (erlé$eh(cb§ { (()Or +2mlZserf | 0, + (zrplgs;eh(cbé { (()Or
=4mlZserf | ,&,:

La simetria respecto al eje de rotacion en la distribucién de las masas en los casos (a) y (c) nos
permite obtener queCt k +. Ese “factor' que acompafia al vector velocidad angular para obtener
Ct pareciera jugar un papel analogo al que juega la masa con el momentum lineal y la velocidad
lineal. Al respecto queremos profundizar en la siguiente seccion.

4.3. Momento de Inercia

Como hemos insistido en varias partes de estas notas, los paralelismos que podemos trazar entre
el el movimiento rectilineo y el movimiento rotacional (con eje jo) nos han permitido enlazar ideas
de manera sencillo. A pesar de las limitaciones propias de toda analogia, esto nos permite introducir
de manera mas natural a nuestro juicio el concepto aeomento de inercia

Como todos sabemos, el momentum lineal de una particula de masg velocidady esp = mv.

Para el caso de un movimiento rotacional, vimos en Eljemplo 4.1 que el momentum angular,
medido desde el punto del eje de rotacion contenido en el plano en el que se desarrolla el movimiento,
podemos escribirlo com@ = mr3 k. Es por ello que pudiéramos pensar que la cantidaa 3 juega

el mismo papel la masan para el momentum lineal. Sin embargo, cuando el punto desde el que
medimos el momentum angular no es ya el mencionado, nos aparece un término adicional en otra
direccion y ya no se sigue cumpliendo que k k. Hasta ahi llega la validez de la analogia que
hemos trazado entre ambos tipos de movimientos.

Entonces, %quién y qué es la cantidadr3? Es justamente el momento de inercia de una
particula y el qué es tiene una respuesta que, para el alcance de este curso, inevitablemente es
incompleta. Por los momentos nos conformamos con decir que la razén por la que, desde el punto
de vista matematico, el momento de inercia no se comporta igual que la masa es porque esta dado
por un objeto mas complejo que un escalar, como si sucede corSe trata del Tensor de Inercia,
gue puede representarse como una matdz 3:

Ixx I><y Ixz
= @ 1y 1A (4.13)

I 2% Izy 2,

de manera que si escribimos la velocidad angular como
0 1

=@ A (4.14)
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entonces si se cumple que
C=1k: (4.15)

Y,Pero quién es el momento de inercia en todo esto? Resulta que todos los cuerpos tienen lo que
se denominargjes Principales de Rotaciéon , que son una terna de direcciones perpendiculares
tales que cuando escribimok en esa base, éste queda como una matriz diagonal:

0 1
Ik 0 O
|1=@o0 I, 0A; (4.16)
0 0 I,

y los elementos de la diagondl, |, e |, se denominan losnomentos principales de inercia

Para el caso de una particula puntual y objetos para los que cualquier terna de direcciones ortogo-
nales son ejes principales de rotacion, como sucede con un cascaron esférico (esfera) o una esfera
maciza (bola), los tres momentos principales de inercia son iguales entre si, de manera que

0 1 0 1
| 00 100

1=@ | 0A=1@ 1 A: (4.17)
0 0 | 001

Para un rigido arbitrario, determinar los ejes principales de rotacion no es en general una
tarea directa. Sin embargo, la simetria del objeto en cuestion nos va a ayudar a determinarlos,
especialmente en objetos con distribucion de masa homogénea, ya que justamente el eje de simetria
(tanto de forma como de masa) que pase por el centro de masa va a ser uno de estos ejes principales.
En este curso vamos a ocuparnos de objetos cuyos ejes principales de rotacion van a ser evidentes,
como sucede con objetos esféricos, cilindricos, circulares, entre otros.

Para el caso de la particula puntual ya conseguimos en nuestros calculos anterioreslqae
mr3, pero ¥%coémo calcularlo en otros casos? En los problemas que atacamos con varias particulas
(puntuales) vimos que lo que teniamos era una sumatoria detle una sola particula. Sin embargo,
vamos a estar interesados en calcularla para objetos extendidos, en particular para cuerpos rigidos
con distribucién de masa continua. De esta manera, tendremos que, dada la direccigtal que
coincide con uno de los ejes principales de rzotacién del rigido, se tiene que

= r3dm: (4.18)
\%
Vamos ahora a calcular el momento de inercia para un objeto extendido para ilustrar el proce-
dimiento. Para ello, trabajemos el cono de base redonda que trabajamos e&jemplo 3.4 .

Ejemplo 4.3. Considere un cono macizo de Masisl , distribuida homogéneamente, de altura
y base circular de radidR, como el mostrado en l&igura 3.9 . Determine su momento de inercia
respecto al eje de simetria (Eje z).

Resolucion: Con los resultados que obtuvimos enkgjemplo 3.4 ya tenemos bastante trabajo
adelantado. Los elementos que nos hacen falta para escribir la inteqrall8) son:
3M

R
r(zy=(H Z)ﬁ; dm = R 2 %d%d dz ;
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y recordar que la integral en®%va deO hastaz(r). Con estos preliminares resueltos, procedemos
directamente a plantear la integral a resolver, tomando en cuenta que, en este casor % de

manera que:
Z ZwZy L ZwZ
l,= ridm= % %d%d dz =2 % dvdz
\Y 0 0 0 0 0
z 4
Ho Z4(r) 1 H = 3M R4 TH 4
=2 dz= = H 2)— dz= — — H 2)°dz
05 4 23 0 ( )H 2 R2?H H* | ( )
H
_ 3MR?, 1(H s 5 _ 3MR? H® 5 L= 3MR2
© 2 HS 2 H5 5 2710

Como un comentario adicional al ejemplo que acabamos de presentar hay que destacar que la
integral de 1, no la podemos resolver planteando udV = A(z)dz e integrar. Si lo hacemos, el
resultado que obtendriamos eéMRz. Esto es porque en realidad lo que estariamos integrando
serian diferenciales de momento de inercia de los discos de # &8 y anchodz. El factor % que
nos faltaria en el resultado es el que viene del hecho de que el momento de inercia de un disco
respecto al eje perpendicular al plano que lo contiene, %MRZ.

Pensemos ahora si, analogo a como pudimos hacer con el calculo del centro de masa, a partir
de los momentos de inercia individuales de objetos regulares podemos determinar el momento de
inercia de un objeto mas complejo. Uno de los indicios de que esto efectivamente es posible es que
estos objetos que llamamos tensor de inercia, dada su representacion matricial, podemos sumarlos
y obtener una cantidad que sea ahora el momento de inercia del sistema compuesto.

Ejemplo 4.4. Sea un cascardn cilindrico grueso de masd y largo H, el cual tiene un radio
interno R; y radio externoR,. Demuestre que su momento de inercia respecto al eje de simetria
esl, = M (R?+ R3).

Resolucion: El momento de inercia respecto al eje
de un cilindro sélido de masaM y radio R es% MR?2. Co-
mo el hueco del cascaron grueso en cuestion también esti
centrado en el eje de simetria, pensemos en enfrentar este
problema de la manera que hicimos Ejemplo 3.3 . Para
ello calculemos primero la densidad volumétrica del casca-
ron:

M M

V. (R} RYH
Con esto podemos calcular las masas del cilindro sdlido y
de un cilindro equivalente al del hueco:

2
M, = M R2ZH = _MR3_ Figura 4.4: Cascarén cilindrico

(RZ RHH R R? grueso.
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M _ MR?

My = ——1
"" (R3 R)H R R?

Con esto, lo que ahora queremos determinar es

1 1 1 MR3 1 MR?
— h) — 2 2 2 2 1 2
2= 17 V= oM SMiRI= S RE SR e R
_1 MR 1 MRY 1 M o, .
" 2R? R? 2R R? 2R2 RZ 2 1!
1 M 1
=R R RE Ri RE+R{ =) |l.= M Ri+R

En la Figura 4.5 se reproduce una tabla incluida en el libro de Resnick y Halliday [1] con los
momentos de inercia de varios cuerpos rigidos regulares.
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Figura 4.5: Tabla de momentos de Inercia para varios rigidos. Tomado de [1]

4.3.1. Teorema de Ejes Paralelos

Anteriormente dijimos que el momento de inercia estaba de nido respecto a un eje que pase
por el centro de masa del cuerpo. Sin embargo, no siempre un sélido estara rotando respecto a un
eje que pase por su centro de masa. Podemos pensar en un rodillo, en el que el eje de rotacion,
si bien paralelo al eje de simetria (y por tanto a uno de los ejes principales de rotacidén) esta en
el borde exterior. Podemos pensar también en que queremos calcular el momento de inercia de
un objeto compuesto, pero que a diferencia del cascarén cilindrico hueco Eieimplo 4.4 , no
coinciden todos los centros de masa de las partes involucradas. ¥2Cémo podemos hacer en ese caso?

Afortunadamente hay un teorema que nos permite resolver esto, que esTebrema de
Huygens-Steiner , también conocido comoleorema de los Ejes Paralelos , el cual estable-
ce lo siguiente:

Dado un eje que pasa por el centro de masa de un solido rigido y dado un segundo eje
paralelo al primero, el momento de inercia del segundo eje es el momento de inercia del
eje que pasa por el centro de masa mas el producto de la masa total del rigido por el
cuadrado de la distancia que separa a los ejes.

Esto es, se cumple que
1°= 1, + Md?: (4.19)
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En estas notas no presentamos la demostracion del teorema, pero el estudiante interesado puede
conseguirla en laseccién 7.2.2 (pag. 140) de [11]. Una aplicacién rapida de esto es determinar el
momento de inercia en uno de los extremos de una barra delgada de ldrgo

Ejemplo 4.5. El momento de inercia de una barra delgada por un eje perpendicular a la misma
gue pasa por su centro de masa (§§ML 2. Determine el momento de inercia en un extremo de la
barra.

Resolucion: De acuerdo al Teorema de Steiner, debemos calcular

1 | 1 1+3 1
1= |y + Md?= —ML?+M — = —ML?+ =>ML?= ML?= =ML?:
om 12 2 12 4 12 3

4.3.2. Teorema de la Figura Plana

Otro teorema de utilidad para determinar el momento de inercia respecto a un eje es el lla-
mado Teorema de la Figura Plana , a veces también referido comdeorema de los Ejes
Perpendiculares .

Consideremos un rigido de ancho despreciable de manera que lo consideramos contenido en un
plano. En dicho plano, el rigido tendr& dos ejes principales de rotacion, con momentos de inercia
I, el,, respectivamente. Se& el vector normal al plano el, el momento de inercia respecto al
eje paralelo at que pasa por el centro de masa del rigido. Se cumple que

|?:|1+|2 (420)

Ejemplo 4.6. Sea un disco de ancho despreciable, de madadistribuida homogéneamente, y
radio R. Dado que el momento de inercia en el eje perpendicular al disco es%LMRZ, determine
los momentos de inercia en el plano.

Resolucion: Consideremos que el disco se encuentra en el plaX¥ , de manera qua}, es
el vector perpendicular al plano del disco. De acuerdo Btorema de la Figura Plana , se debe
cumplir que

I, =1+ 1y:

Dado que el disco tiene distribucion de masa uniforme, hay simetria respecto al eje z, de manera
gue cualquier par de direcciones ortogonales en el plano sirven como ejes principales. Por ello, se
debe cumplir qud, = |. Por lo tanto,

1 1
l,=Ix+ 1y, =) EMRZ:ZIX =) =1y = 21|\/|R2:

4.4. Conservacion del Momentum Angular

Nuestro punto de partida para de nir al momentum angularC fue el que la cantidad surgia
naturalmente de las ecuaciones de movimiento para una particula bajo la in uencia de una fuerza
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central como una cantidad cuya derivada total respecto del tiempo era nula. El que la norma de un
vector sea constante no necesariamente implica que suceda lo mismo con el vector en si. En el caso
del movimiento circular vimos que el vector de posicion tiene magnitud constante, pero su direccién
cambia constante. Pudiéramos pensar que en el caso del momentum angular, la constanciande
necesariamente implica que el vectd@r sea constante. Veamos rapidamente cuanto vale su derivada

a partir de la de nicién (4.5):

0
dc _ d dr dp dC
—=—0F pP)= = p +t+r — ) —=+ F (4.21)
dt dt |d£ {z_) |st dt
£kp F

De esta expresion es evidente que tenemos tres casos para los que la derivada temporal del
momentum angular sea nulo:

(i.) F =0: Que no haya fuerzas externas aplicadas sobre el cuerpo estudiado.
(ii.) ¥ = 0: Que la posicion de la particula coincida con el origen.

(iii.) + k F: La fuerza externa aplicada al cuerpo esté en la misma direccion que la del vector de
posicion del cuerpo.

Los casos (I.) y (Il.) los dejaremos por los momentos etand by especialmente porque nos
interesard ahondar en ellos en el contexto de Dinamica de Rigidos (Capitulo 5) y de Equilibrio
Estatico (Capitulo 6), y vamos a centraremos brevemente en el caso (lIl.). Al inicio justamente
empezamos introduciendo el momentum angular a partir de la conservacion de su moédulo en el
caso de fuerzas centrales. Lo que nos dice esta ecuacién 4.21 es que no es (@OR) quien es
constante en el tiempo, sino que también el vectd@r lo es. Esto implica que, efectivamente como
asumimos al principio del capitulo, el movimiento ocurre en un mismo plano para totioy por
tanto basta con escribir las ecuaciones de movimiento en la base de vectores polares, como hicimos.
De hecho, uno pudiera pensar en escribir las ecuaciones de movimiento en coordenadas cilindricas
y agregar la dinamica erg, para la cual simplemente tendremos

mz=0:;

y pensar en que el movimiento puede ser a velocidad constante en dicho ej@rBblema 4.11 nos
deberia convenzar, mientras llegamos @lapitulo 7 , que esto es incompatible con la conservacion
deC en el sentido que fue planteado.

Veamos ahora un ejemplo estandar de conservacion de momentum angular en el contexto de la
condicion (111.): Particula que desliza sobre una mesa, como esté planteado epraeblema 5 de

[7]

Ejemplo 4.7. Particula atada a un cordel que desliza sobre una mesa: Sobre una mesa,
cuyo tope es perfectamente liso, se ha hecho un ori cio redondo de diametro despreciable en el
punto O, como se muestra en l&igura 4.6 . A través de éste se hace pasar una cuerda ideal
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(masa y grosor despreciables y longitud constante), teniendo en un extremo un objeto de mmasa

y dimensiones despreciables (particula), mientras que del otro extremo se deja inicialmente libre.
En un momento dado, la particula se hace deslizar sobre la mesa, manteniendo la cuerda tensa al
aplicar en el extremo libre una cierta tensiofF = T, K. Vista desde arriba, la particula describe

un movimiento circular de radioR,, girando en sentido antihorario con rapidez angular,. En un
cierto instante, se aplica una fuerza mayor sobre la cuerda, de manera que el radio de giro de la
particula se reduce &Ry < R,. Determine la velocidad angular como funcién de; .

Resolucion: Lo primero que debemos darnos
cuenta es que, aunque la fuerza aplicada a la cuer-
da esté en la direccion K, ella se transmite, al
ser una cuerda ideal, de manera tal que en la su-
per cie de la mesa va siempre en direccion ¢,
por lo que se trata entonces de una fuerza cen
tral y %—E = 0 y por tanto °~ es constante. De es-
ta manera podemos identicar’, = mR2!, co-
mo el moédulo del momentum angular inicial y
fo= me2 '+ para el del nal. De esta manera,
se tiene que

Figura 4.6: Particula que desliza sobre una
NN 2, _ 27 . mesa, atada a una cuerda ideal.
o— f —) mRo!o—me!f,

de donde es directo darse cuenta que

R21,=R?!y =) ;= 2 1,

Para determinar la derivada total respecto del tiempo d&€ podemos también partir de la
ecuacion (4.15). De esta manera, se tiene que

0
dc _ d dl d~ d~ dC
_— = — Ky= — ~ —_= - = = ~ .
g - a ) g T ! ) Tw T (4.22)

donde se tiene que
o
dt
ya que estamos considerando solamente sistemas rigidos.
Si volvemos a nuestro ejemplo anterior, mientras ocurre el proceso de reduccion del radio de
giro de la particula, estara desarrollandose un cambio en la geometria del sistema y, por tanto,
durante ese tiempo g

dt 0
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Sin embargo, la fuerza que hace que se reduzca el radio de giro sigue siendo central, por lo que el
momentum angular sigue siendo constante, de manera que hay una aceleracién angular que es la
gue lleva la velocidad angular dé, a!; y compensa de manera que

Este comportamiento se suele observar en varios fendbmenos, desde el ampliamente nombrado de
la persona que patina sobre hielo y empieza a girar sobre su eje, primero con los brazos extendidos
y luego los contrae para aumentar su velocidad angular, hasta como una primera aproximacion en
el comportamiento de las estrellas durante su ‘vida' hasta cuando "‘mueren' al colapsar debido al
desequilibrio entre la compresion por efecto de gravedad y la presion hacia el exterior que provoca
el proceso de nucleosintesis.

Figura 4.7: Ejemplo de conservacion de momentum angular con patinadora rotando sobre un eje
jo. Tomado de CNX - Rice University.

Pero el momentum angular también puede conservarse en situaciones en las que en un instante
dado los vectores y F son paralelos. Pensemos por ejemplo en el choque inelastico de una barra
de ancho despreciable y un objeto de volumen también despreciable tal que podemos considerarlo
una particula. Si el choque ocurre en el instante en que la barra esta paralela con la gravedad,
entonces se cumple la condicidnk F. Justo en el instante antes de la colision y justo en el instante
después de la colision se conserva el momentum angular y con ello podemos analizar, por ejemplo,
la velocidad angular con la que se iniciara el movimiento posterior del sistema "barra+objeto'.
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Vamos a ilustrar esto con un ejemplo clasico usado en este curso, como lo es el de un proyectil
gue choca con una barra que cuelga desde un extremo.

Ejemplo 4.8. Considere una barra de mas& homogénea, largd, y ancho despreciable que esta
jada por una bisagra ideal y cuelga en reposo. Un proyectil de masaes disparado hacia la barra,

lo su cientemente cerca, como para que al momento de golpearla a una distaritide su extremo
inferior y con una rapidezv,, la componente vertical de la velocidad sea despreciable. Analice el
movimiento posterior al impacto.

Resolucion: Primero que nada, jemos la orien-
tacion nuestro referencial. Dado que el problema lo
podemos analizar como uno en dos dimensiones, so6lo Vi
usaremosf{; 'g. Tomamos gravedad tal qug = g[* NN
Debido a que el proyectil es disparado a una distancia AN
de la barra y con rapidez su ciente tales que podamos SN
despreciar la componente efy tomamos quer, = V,{.

Otro detalle es que uno pudiera verse tentado a A
analizar el problema usando momentum lineal total del N
sistema, pero debemos pensar que la situacion del eje N
del que esta guindada la barra por un extremo impli- = N
ca que el movimiento posterior va a ser una rotacion h
pura. Por ello, la forma mas sencilla de analizarlo es | ——
usando conservacion de momentum angular entre el
instante en que el proyectil justamente impacta la ba-
rra y el instante en el que el sistema "barra+proyectil’
inician movimiento.

Veamos entonces los momentum angular del proyectil justo en el instante de la colision. Dado
gue el eje va a servir de pivote para el giro, medimos los momenta angulares desde este punto. Con
esto,

Figura 4.8: Proyectil que golpea a una
barra delgada que cuelga de un extre-
mo.

o=t Pp=[(l (P (M) =(lb VR =) “p=m(, h)v:
Como la barra esta en reposo, todo el momentum angular del sistema es el del proyectil, de manera
que debe cumplirse qug = "p.p, donde ., €s la magnitud del momentum angular justo despues
de la colision, con el proyectil y la barra moviéndose solidariamente con rapidez angulgren
torno al pivote de la barra. De esta manera, se tiene que

~

m(ly  h)Vo

p= po =) M MVe=(lo+1Ip)lo =) o= —
b™ Tp

dondel, = %Mlg, que es el resultado que obtuvimos enEemplo 4.5 , el, = m(l, h)2.

4.5. Referencial Centro de Masa

Si algo debemos tener claro a estas alturas del curso es que el centro de masa juega un papel
central en la descripcion de sistemas de particulas. Adicional a esto, vimos eQapitulo 2 que
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un referencial centrado en el centro de masa de un sistema de particulas era de gran utilidad
para describir algunas cantidades, y en particular era el referencial que se podia denominar de
momentum (lineal) cero. Por si fuera poco, en este capitulo hemos hablamos del tensor de inercia
de nido en el centro de masa del rigido y en I&igura 4.5 se presentan los momentos de inercia
principales de una serie de rigidos en sus centros de masa.

Por todo lo anterior es natural que querramos estudiar el momentum angular de un sistema de
N particulas medido desde el centro de masa. Para ello usemos las expresiones (2.31) y (2.32):

(cm) . (cm) .

f=R++™; w=R+&™; p=mR+p™:
Ahora escribimos el momentum angular de la particulaésima:

(cm) (cm)

Ci =t pi = R+f‘i mR + B
h [ h i
=R mR+p™ ++ mRr+plm (4.23)

mR R+ R Isi(Cm) + rni1f_i(cm) R+ 1,_i(cm) p'(cm) :

para proceder a sumar sobre todas las particulas y obtener el momentum angular total:

X
ET = Ei
i=1
h [
_ mR R+R IS)i(cm) + mi_F_i(cm) R+ 1,_i(cm) pi(cm)
i=1 | " "
X ' X # X # X [
_ m R R+R pi(cm) + rni_F_i(cm) R+ 1=,i(cm) pi(cm)
i=1 i=1 i=1 i=1

(4.24)
Ahora analicemos cada término que tenemos en esta Ultima expresion. Para el primero, es

evidente que !
X

m R R=MR R=R P L[Ccu: (4.25)
i=1

En el segundo término tenemos la sumatoria de todos los momenta lineales respecto al centro de
masa, la cual recordamos es cero, por I9 que

)(\l * #

R pl™ = o0:
i=1
Ahora en el tercer término tenemos otra sumatoria sobre todas las particulas de una cantidad

relativa al centro de masa. Esta también es nula, pero tal vez no sea directo de ver. Por ello, vamos
a reescribirla de la siguiente manera:

" # " # " *
X M X X rni_I,_i(Cm)
R:
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Con esta manera de reescribirlo si debe ser directo darnos cuenta que el término entre corchetes
no es otra cosa que el centro de masa medido desde el centro de masa, lo cual necesariamente tiene
gue ser el vector nulo

El dltimo término debe ser directo darnos cuenta que no es otra cosa que es el momentum total
del sistema medido desde el centro de masa:

X h [
com e plm (4.26)
i=1
A diferencia del caso lineal, el momentum angular total medido desde el centro de masa no se
anula.
Con todo lo anterior, podemos escribir nalmente que

Cr = Cew + 0O (4.27)

Con este resultado podemos volver al que obtuvimos erskccion 4.2.1, basado en eEjemplo
2.3. Alli calculamos el momentum angular de cada particula (4.8) y luego sumamos para obtener
el momentum angular total. En su momento destacamos que si hubiésemos calculagdaisando la
descomposicion del referencial centro de masa se nos hubiese facilitado la obtencién del resultado.

Por un lado, era directo ver que en ese conextgy se anulaba, pueR k R. En el caso de:T(cm),

para cada particula se tiene directamente quéi(cm) = mlZ! oK, por lo que obtener el resultado
nal de (4.9) es inmediato.

4.6. Energia Cinética Rotacional

Un importante resultado de la Mecéanica lo constituye eTeorema de Chasles , también
llamado Teorema de Mozzi-Chasles , el cual establece que

Todo desplazamiento de un cuerpo rigido puede ser logrado de manera equivalente por
una traslacion en cierta direccion seguida de una rotacion en torno de un eje.

Por tanto, analizar la energia cinética puramente rotacional nos va a resultar conveniente en pro-
Ximos escenarios. Mas aun, en €lapitulo 2 , en las secciones 2.4 y 2.5, conseguimos también una
separacion de la energia cinética en términos de la energia cinética del centro de masa y la energia
cinética interna (2.39). En este curso, esta misma separacion va a corresponder con la separacion
gue establece el Teorema de Chasles, de manera que tendremos en general un centro de masa
gue realiza un movimiento puramente traslacional, mientras que el movimiento interno es de tipo
rotacional.

Para derivar la expresion de la energia cinética rotacional, consideremos un sistemaNde
particulas como el del inicio de laseccidén 4.2, en el que todas rotan respecto a un eje jo con
rapidez angular! ,, como se indica en laFigura 4.2 . Dado que el movimiento es puramente
rotacional, vimos que la velocidad de cada particula es= r;,! ;& . Con ello, su energia cinética
esta dada por

1 1
Kizémiﬁ'r 1g-r:§

in* 07

1
mi(ri, ! 0)* = Emir2 12 (4.28)
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de manera que es directo ver que la energia cinética (rotacional) total, que no es sino la sumatoria
de todas lasK, es

1
KT: Ki: _mir'.zl2 =

5Mire, s -f? 12 (4.29)

NI =
3
=

La sumatoria que tenemos entre paréntesis ya la conocemos: es el momento de inercia del
sistema de particulas respecto al eje de rotacién. Por tanto, y como una expresion que nos sirve
también para distribuciones continuas de materia, tenemos que

KT:%In!ﬁ; (4.30)
dondel, es el momento de inercia respecto al eje de rotacion con direcaigreon! |, la rapidez
angular respecto a dicho eje. Aca nuevamente podemos retomar la analogia que hemos venido
haciendo entre el movimiento rectilineo y la rotacion respecto a un eje jo, donde habiamos com-
parado el papel de la masan con el del momento de inercia respecto al eje jo. La expresion
(4.30) es, en este sentido, equivalente a la que obtenemos para la energia puramente traslacional
de un sistema de particulas en el que todas se mueven de forma solidaria con la misma velocidad.

La expresion general, para incluir casos en los que la velocidad angtiano coincide con uno
de los ejes principales de rotacién, es

Kr=Zk | k; (4.31)

pero para todo efecto practico de este curso nos limitaremos a estudiar casos en los la velocidad
angular es paralela a uno de los ejes principales de rotacion del rigido, de manera que (4.29) sea
directa de usar.

Con todo lo anterior, tomando en cuenta el Teorema de Chasles, podemos entonces escribir la
energia cinética de un cuerpo rigido como

K= K4 g len. (4.32)

Esta misma expresion también podemos aplicarla a un sistema compuesto, como por ejemplo una
maquinaria, en la que tengamos que partes se mueven de manera puramente traslacional y otras
de manera puramente traslacional, como se ilustra luego enEgémplo 4.10 .

Si nos limitamos a casos de un cuerpo rigido en los que el centro de masa realiza un movimiento
puramente traslacional y que el movimiento interno es puramente rotacional, entonces tenemos que

1 1
Kt = Kewm +K(T°m):§MR,2+§|n!3, (4.33)
dondeR-es la rapidez del centro de masa.
Regresemos brevemente a la expresion (4.30). Vamos ahora a comparar objetos de la misma
masa pero distintas geometrias y ademas comparar con distintas ubicaciones del eje de rotacion.
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Ejemplo 4.9. Considere una esfera maciza (bola) de ma$a y radio R, asi como un cilindro
macizo, también de masd, radio de baseR y altura H. Ambos objetos se ponen a rotar respecto
a un eje con rapidez angulat ,. Compare las energias cinéticas cuando el eje coincide con el de
simetria y cuando el eje se encuentra en un borde del objeto.

AZO “Z
!
!
!

Figura 4.9: Energia Cinética de dos Rigidos rotando: Esfera Maciza (Bola) y Cilindro.

Resolucion: De la tabla presentada en l&igura 4.5 sabemos que los momentos de inercia
respecto dez de la bola y del cilindro son{? = 2MR2 y I{9 = 1 MR2. Para determinar los
momentos de inercia respecto a°% debemos usar el Teorema de Steiné4.19).

Bola: 1% = EMR2+ MR? = gMRZ
Cilindro: 19 = %MR2+ MR?2 = gMRz

Ahora procedemos a usar(4.30) para determinar la energia cinética en cada caso. De esta
manera, tenemos que
8

1 1 2 1
Bola: 2 K(TZ)ZEIZ(b)!‘%:E gMRY 1= gMR%,
' 1 17 7
.3|<<TZ°’=§|Z(!§’)!§=é £MR? 12= S MR212
8
1 11 1
3 K(TZ)=§|Z(°>!§=é SMR? 12= ZMR?1]
Cilindro: 3 1 1 3 3
C K =218012= 5 SMR? 1= SMR?1S

En ambos casos queda evidenciado que la energia cinética rotacional,a igual rapidez angular, es
mayor en los extremos del cuerpo que en el eje que pasa por el centro de masa. Esto es de esperarse
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dado que, como pudimos observar en con el Teorema de Steiner, el momento de inercia aumenta
cuando nos movemos a otro eje que el que pasa por el centro de masa.

Para nalizar este capitulo, vamos a analizar una situacion de conservacion de la energia me-
canica para un sistema compuesto por varios cuerpos, y que ademas nos va a servir para empezar
a estudiar poleas masivas, es decir, no ideales.

Ejemplo 4.10. En la Figura 4.10 se muestra una polea de madd formada por dos discos de
radios R y r que se mueven solidariamente uno respecto al otro. Se sabe que dicha polea tiene
momento de inercial , respecto a su centro de masa, el cual esta jo a una altukd respecto del
piso. Por el disco de radia pasa una cuerda ideal (de masa despreciable e inextensible) que conecta
con un blogue de masm;, que se encuentra en el piso, mientras que otra cuerda analoga pasa por
el disco de radioR y conecta con otro bloque de masa,, el cual se encuentra inicialmente a una
altura h del piso. Determine la rapidez del bloque de masga justo en el instante de tocar el piso,

si el sistema parte del reposo.

Resolucién: En este caso tenemos un sistema compuesto de
una polea masiva y un par de bloques que consideramos de vo
lumen despreciable. Queremos determinar la rapidez con la que
toca el piso la caja de masan,, lo cual sabemos que la manera
mas expedita de conseguir es via conservacion de la energia me-
canica. Para ello, debemos calcular la energia de la con guracién
inicial y luego la de la nal e igualar para despejar la rapidez.

Empecemos por escribir la energia mecanica de la con gura- H m,
cion inicial. Dado que el sistema parte del reposo, inicialmente
solo tenemos Energia potencial. Si jamo&, = 0 en el piso,
entonces

E'(FI) - Egp()'ea) + EémZ) = MgH + ngh: mq

Para la con guracion nal, tendremos Figura 4.10: Conservacion de

Energia Mecéanica en un Sis-

(f) — g(polea) 4 E(mi1) 4 K (polea) 4 K (Mm1) 4 K (M2) . _
Er Ep Ep K K K : tema de Poleas y cajas.

Ahora debemos escribir cada término de esta ultima expresién y hallar las relaciones entre
las cantidades involucradas de manera de poder completar el calculo. En el casEéﬂ%ea), dado
gue la polea no se traslada, esta cantidad permanece constante y ya determinamos su valor. Para
la energia potencial de la masan; tenemosES"l) = m.gy;, peroy; 6 H h, ya que estan
involucradas dos poleas distintas. Por lo tanto, calculemos esta altura. La manera de hacerlo es
relacionar la longitud de cuerda que en una polea con la de la otra via el angube rotan para
gue la masam, caiga la distanciah:

h

pul =y

h r
h= R) y1:r:§r)Y1:§
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Vale destacar que/; < H , algo que podemos usar para veri car este paso del calculo. Seguidamente,
veamos el términoK (P°'*d)  Esta claro que tendremos que

1| |2 }| Ve .
o-f 2 0 R )
donde hemos usado el hecho de que las cuerdas no son elongables y que tampoco deslizan respecto
a los discos de la polea. Por tanto, podemos relacionar la rapidez angular del disco con la rapidez
vertical de la masam,.
Ahora veamos las energias cinéticas nales de las masag y m,. Para la primera, tendremos
que

K (polea) —

1 > 1 vi 2 1 r 2
KM) = ZmvZ= Zmy(rl ¢)°=Zmy r— =-mp — V2
2 1 ( ) 2 R f
Para la segunda masa tendremos simplemerké™?) = %mzvfz. Ya con todos los términos aclara-

dos, procedemos a escribir nuestra ecuacion de conservacion de la energia mecéanica total.

Y = Y
ESOOlea) + Elgmz) = ESOOlea) + EE)ml) + K (polea) 4 K (m1) 4 K (m2)
mogh= mygh % + %Io Vﬁf 2+ %ml % 2vf2+ %mzvf2
m; mlé gh—% |IQ02 1%2+m2 V¢
Por lo tanto, v
szﬁ 2m; mig gh
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4.7. Problemas

Problema 4.1. (Tomado de: Di Bartolo (2003) [7].)

Un sistema esta formado por dos particulas de masaque se mueven con rapidez constante
Vo, Y sentidos contrarios a lo largo de dos trayectorias paralelas una de la otra y separadas una
distancia d entre si, como se muestra en l&igura 4.11 .

(a.) Calcule el momentum angular total del sistema repecto al punta

(b.) Calcule el momentum angular respecto a un punto arbitrario. ¥sCambia el resultadd_¢&

y
9 Vg m
777777777777777 7077777777777777777>X d
Vof i

Figura 4.11: Dos particulas que se mueven en sentidos opuestos a lo largo de trayectorias paralelas.

Problema 4.2. (Tomado de: Di Bartolo (2003) [7].)

Desde el risco de un acantilado de profundidddse dispara una bala de cafibn de masacon
velocidad inicial v,4. Considere un referencial cuyo origen se ubica a nivel del piso del acantilado,
pegado a la pared. Calcule el momentum angular de la bala y su tasa de cambio temporal.

Problema 4.3. Considere un disco lo su cientemente delgado como para considerarse plano,
contenido en el planaXyY , de radio R y densidad super cial de masa (r) = r . Determine sus
momentos principales de Inercidy, I, e l,.

Problema 4.4. Considere la arandela semicircular de anchiodel Problema 3.3 . Determine su
momento de Inercial, en el puntoO.

Problema 4.5. Considere el disco con hueco dé&jemplo 3.3 . Calcule su momento de inercia
|, que pasa por el origen.
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Problema 4.6. Super cie Conica:
Considere una super cie formada al doblar una

laminda de grosor despreciable en la forma de una
barquilla de helado: un cascaron conico de base
circular de masa totalM, densidad super cial
constante, alturaH y radio de la baseR. Deter-
mine:

(a.) El area del cascardn conico.

(b.) El valor de

(c.) El centro de masa.

(d.) EI momento de inercia a lo largo del eje de Figura 4.12: Super cie: Cascaron Conico
simetria.

Problema 4.7. Conco Truncado:

Considere un cono truncado de base circular, de
masa totalM , distribuida homogéneamente, radio
inferior Ry y radio superior R,. Determine:

(a.) Volumen.

(b.) Centro de Masa

(c.) Momento de inercia respecto del eje de si-
metria.

Figura 4.13: Cono Truncado de base circular.

Problema 4.8. Toroide macizo y cascaron toroidal.

Sea un toroide de masa totaM distribuida uni-
formemente y radiosR y r, como el que se mues-
tra en la gura. Considere tanto el caso del cas-
caron toroidal como del toroide solido.

(a.) Determina el area del cascaron toroidal y el
volumen del toroide sdélido.

(b.) Determine los momento de inercia en, e
I, tanto para el caso del cascardn toroidal
como del toroide sélido.

Figura 4.14: Toroide de radioR y r.
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Problema 4.9. Considere los cilindros deProblema 3.5 . Determine los momentos de Inercia

IZ-

Problema 4.10. Considere una raqueta de Tenis de Mesa (ping-pong), modelada como se indica
en la gura adjunta.

El mango consta de un cilindro de madera
de largoL, radio r y masam,, que conside-
ramo distribuida uniformemente. La hoja de
la ragueta es un disco delgado de radioy
masa totalm,, que también consideramos

X (a.) Calcule su centro de masa.
(b.) Calcule el momento de inercidy.

l (c.) Calcule el momento de inercidy en el
! origen.

Figura 4.15: Raqueta de Tenis de Mesa. (d.) A partir del resultado anterior, discuta
la relacion entre las masasn; y m,
gue favoreceria mas el juego.

Problema 4.11. Particula siguiendo una trayectoria helicoidal:

Una particula de masan desliza libremente sobre ' Vo
un aro de radioR con rapidez angular , constante.

. R
En t = 0, el centro del aro, de masa despreciable,
se encuentra en el origen y empieza a moverse con
velocidad constante/,?},. En la base de vectores ci-

lindricos fo; @ ;2,0, determine:

(a.) La velocidadt. I

(b.) El momentum angularl, medido desde el ori- DA :
gen. .

Figura 4.16: Particula moviéndose en una
trayectoria helicoidal.

Problema 4.12. Una particula de masam tiene un vector de posicion, en la base de vectores
cilindricos f@t ;¢ ;& ,g, dado por

tr=Re UaytHe O, (4.34)
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conR, H y constantes de dimensiones apropiadas, mientras qui@) = ! ,t. Determine:

(a.) La velocidadt.
(b.) La aceleraciéont.

(c.) El momentum angularC, medido desde el origen.

Problema 4.13. EIl disco montado en la mesa rotante déljemplo 1.5 tiene masaM vy radio
R. Determine su energia cinética.

Problema 4.14. (Tomado de: Di Bartolo (2004) [2].)

Un disco plano de masaM y radio R rota con rapi-
dez angular constantd , alrededor de un eje delga-
do de masa despreciable. Desde una alturase deja
caer, deslizando sin friccion por dicho eje, otro disco
también plano de masan y radio r. Eventualmente,
debido a la friccion entre ambos discos, el sistema se | 9
acopla y terminan girando solidariamente. Con base
en esto, determine:

-9 N

(a.) Rapidez angular! s con la giran ambos discos al
nal.

(b.) Energia Cinética inicial KQ).

, s (f)
(c.) Energia Cinética nal K3’.

(d.) Fraccion de K perdida en el proceso:
) ) Figura 4.17: Colision con Disco rotan-
3

f=1 —I: do.
K{

¥Por qué hay esta pérdida de energia Cinética?

Problema 4.15. (Tomado de: Di Bartolo (2004) [2].)

Un disco giratorio de radioR y masaM, distribuida homogéneamente, se encuentra montado
sobre cojinetes sin friccién. Un observador inercial externo lo ve girar alrededor del eje perpendicu-
lar al disco en sentido horario con rapidez anguldr,. También observa que sobre el borde del disco
se mueve un insecto de masa, girando en sentido contrario con velocidad,. Repentinamente,
el insecto encuentra una miga de pan y se detiene a comerla. Determine la velocidad andylar
del disco y el cambio de energia cinéticaK .
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Capitulo 5

Dinamica de Rotaciones

Con lo que hemos aprendido hasta los momentos ya estamos preparados para empezar a estudiar
la dinAmica de un movimiento rotacional. Iniciamos con la introduccion deforque ~ como
analogo de la fuerza en el movimiento rotacional. Analizamos primero el caso sencillo de una
particula puntual para luego avanzar hacia las ecuaciones de movimiento rotacionales de un cuerpo
rigido. En ese contexto, trabajaremos de primero las poleas masivas para luego avanzar a sistemas
mas complejos. Especial atencion vamos a querer prestarle al movimiento de rodadura como caso
especial de la composiciéon de un movimiento de traslacion y uno de rotacién, pero que también
es un caso simple en el que podremos entender el concepto de eje instantaneo de rotacion que
mencionamos al inicio del curso.

5.1. Torgque sobre una particula

En la seccién 4.4, donde discutimos la conservacion del momentum angular, calculamos por
dos vias distintas la derivada total temporal del momentum angular, obteniendo las ecuaciones
(4.21) y (4.22). La unién de ambas nos lleva a una ecuacion que nos recuerda a la segunda Ley de
Newton:

(
dac = ¢ F
dt |~
A partir de esta ecuaciéon y recordando la analogia que hemos estado haciendo entre el movimiento

rectilineo y el rotacional con eje jo, introducimos el concepto déorque , denotado por~, de nido
como

=) r F=1-~ (5.1)

~ ¢ F (5.2)

de manera que la ecuacion (5.1) nos queda

~= |~ (5.3)

que ciertamente parece equivalente a la ecuacion de movimieito= mt. Esto por si sélo no
€s su ciente para convencernos, pero Si nos hace pensar que tenemos ya a mano una primera
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version de la ecuacion para describir la dinamica rotacional. Ahora vamos a considerar la dinamica
rotacional en términos de trabajé para conseguir por otra via a la norma del vector torque.

Consideremos una particula de masa con vector
de posicionr(t), moviéndose bajo la in uencia de una
fuerzaF y sear(t9 el vector de posicion de dicha par-
ticula en un instantet® = t + t posterior en el que
ha ocurrido un desplazamiento diferencial+, como se
muestra en la gura adjunta. El diferencial de trabajo

y dW claramente esta dado por

~ Y4
|
|
!
!
|
|
|

dW =F dr= F jdrj cos : (5.4)

De la geometria mostrada en la gura es directo darnos

() cuenta que podemos escribjdej = rd , conr = j&j,
/ c(t

¥X entonces, tomandoF F , tenemos que podemos
Figura 5.1: Desplazamiento in nitesi- escribir

mal de una particula a lo largo de una dW =Fcosr d

trayectoria c(t). —dW, +dW, ) dW, = Ford : (5.5)

donde dW, se re ere al trabajo debido a la parte rotacional del movimientok, se re ere a la
componente de la fuerz& perpendicular al vector de posiciom(t).

Para convencernos que esto es asi, vamos a escribir el vector de desplazamiento diferencial en
término de los vectores(t) y #(t + t):

de= #(t+ t) #(t)= £dt: (5.6)

dondexla podemos escribir en términos de (1.7) al pensar que hemos de nido nuestro referencial
de manera tal que el movimiento se desarrolla durante ese intervalode tiempo en el planaXyY
y que el eje instantaneo de rotacién coincide cdh Mas aln, dado que estamos interesados en
centrarnos en analizar la parte rotacional del movimiento, el movimiento podemos asumirlo en este
intervalo t de tiempo como una rotacién pura respecto &, de manera que la trayectoria de la
particula c(t), en el intervalo(t;t + t), coincida con una trayectoria circular de radig. Con esto,
£k& , por lo quedr ? +.

Por todo lo anterior, ahora podemos escribir

dW, = F,rd = d ; (5.7)
donde = —, con lo que nuevamente encontramos una expresion que calza perfectamente con la
analogia que hemos venido haciendo entre el movimiento rectilineo y el movimiento rotacional con

eje jo.
Debemos destacar el hecho que estas Ultimas expresiones la hemos escrito separando explici-
tamente la parte rotacional del movimiento y que, como se indica en (5.6), habra una parte del

1Una presentacion en este sentido puede encontrarse endaccion 12-5 (pag. 286) de [1].
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diferencial del trabajo que esta relacionado con el del movimiento traslacional. Otro aspecto a
destacar es que, al igual que sucede con el momentum angular, es que esta cantidad no esta uni-
camente relacionada con el movimiento rotacional. Es decir, por el hecho de que una particula no
esté desarrollando un movimiento explicitamente rotacional no implica que su momentum angular

o el torque deban ser nulos. Para ilustrar esto, vamos a analizar brevementémblema 4.2 y
calcular directamente~:

Ejemplo 5.1. Desde el risco de un acantilado de profundidddse dispara una bala de cafion de
masam con velocidad inicialv,{. Considere un referencial cuyo origen se ubica a nivel del piso
del acantilado, pegado a la pared. Calcule el torque ejercido por la gravedad sobre la particula.

Resolucion: Para calcular el torque, debemos primero escribir el vector posicion de la bala de
cafion. Es directo darnos cuenta que el mismo es

#(t)= Votf+ h %tz Moot

de manera que

h g [ %h
~=f F= vtf+ h étzr‘ ( mgP) |~= mgwtk|; 0 t —:

5.2. Torque sobre un Sistema de Particulas

Acabamos de de nir el torque para una sola particula por lo que ahora podemos avanzar a un
sistema deN particulas. Si bien la ecuacion (5.3) nos permite analizar rigidos, aun asi debemos
entender quién es el vector en (5.2) en el caso de un cuerpo extendido.

Consideremos la particula-ésima de un sistema d@&l particulas, cuyo vector de posicion es
f; y sobre la que actla una fuerza externg;. De esta manera, el torque~; que actia sobre la
particula i-ésima es

=i =t Fi; (58)

de donde es directo ver que el Torque netor no es otra cosa que la suma de (5.8) sobre todas las

particulas

X X

~r = =~ = i Fi: (5.9)
i=1 i=1
Para el caso de un sistema de muchas particulas, y mas aun para cuerpo extendido, esta tarea

pareciera ser titanica y complicada, pues en ultima instancia debemos conseguir como actian las
fuerzas externas sobre cada una de las particulas que componen al sistema. Afortunadamente, en
nuestro tratamiento hay una serie de simpli caciones que podemos hacer que hacen manejable
estos torques externo. A continuacion nos centramos en dos casos, en el torque debido a gravedad
y en el torque debido a fuerzas de contacto.
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5.2.1. Torque Gravitacional: Centro de Gravedad

El centro de gravedad se de ne como el vector de posicion del punto donde actua el torque
neto debido a la fuerza gravitacional. Esto es, el vector de posicion del centro de graveBgdes
tal que si en dicho punto concentramos toda la masd del objeto, el torque gravitacional

~3=Rg Mg Ry ; (5.10)

dondeg R, es el vector aceleracion de gravedad evaluado en el centro de gravedad, es igual a la
suma de todos los torques gravitacionales individuales de las partes del sistema:
Z
(neto) .
~9 = [+ gF)]dm: (5.11)
\%
De esta manera, el vector de posicion del centro de graveddg se de ne como el vector que
es solucion a la siguiente ecuacion:
Z
Ry Mg Ry = [F g(E)]dm (5.12)
\%

En nuestro tratamiento hasta los momentos hemos lidiado con objetos cuyas dimensiones son
lo su cientemente pequefias como para tomemos la aceleraciéon de gravedad como constante. Si
esto es asi, esta claro que en el lado derecho de (5.12) se tiene que

Z Z

9
[F g(F)]ldm (r  g)dm
v z
9
9

= £dm
V7 R¢=R
M dm =) (5.13)
M 1V 7 (g constante enV)
=M — d
M £dm 5|

=MR gg=R Mg’

Es decir, para todo efecto practico de este curso podemos tomar que el centro de gravedad
coincide con el centro de masa. De esta manera, el torque debido al peso del objeto en cuestién no
sera sino

~=R Mg (5.14)

En la ecuacién (5.13) hay que destacar que lo que nos lleva a poder factorizar fuera de la
integral al vector g y asi llegar a la igualdad entre el centro de graveddRly y el centro de masa
R es el hecho de haber usado la aproximacion de considerar al vegt@omo un vector constante
en todo el volumen del cuerpo en cuestion. Lo importante para que esta aproximacion sea valida
son las dimensiones del objeto en cuestion y no la manera en que esta distribuida la masa dentro
del mismo.
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5.2.2. Torque por fuerzas de contacto

Muchas de las fuerzas que vamos a estar analizando en los problemas a resolver en este curso
son de tipo de contacto, como puede ser la fuerza de reaccidn que ejerce una super cie sobre un
cuerpo en contacto con ella. En esos casos, el veatan (5.2) va a ser el vector de posicién del
punto de contacto con la super cie.

Consideremos brevemente un disco macizo sobre
una super cie que en un punto se dobla formando un
escalén, como se muestra enfagura 5.2 . En el pun-
to de contacto del disco con el piso hay una fuerza de
reaccion que ejerce éste sobre el disco y que hemos lla-
mado ~,, mientras que en la esquina hay otra fuerza
de contacto, también de reaccion, actuando sobre el
disco, que hemos denominadd.. En el caso de™,,
esta fuerza se suele descomponer en término de los vec-

~k . ) .
tores paralelo™p y perpendicular = a la super cie.

~p se suele denominaFuerza de Rocemientras que
=/ es laFuerza Normal

Una vez jado referencial apropiado, los torques de
cada fuerza se calculan usando (5.2) cerel vector de

posicion de cada punto de contacto.

Figura 5.2: Ejemplo del Diagrama de
Cuerpo Libre de un Rigido.

5.3. Casos de Estudio

En esta seccion trabajar algunos casos puntuales de sistemas que nos seran Utiles de analizar
para posteriores aplicaciones en problemas mas complejos. Iniciamos con el analisis de poleas no
ideales, es decir, poleas formadas por discos cuyas masas no son despreciables. Luego de esto
analizaremos el movimiento de rodadura, que ademas nos servira de ejemplo de un movimiento
donde el eje de rotacion es cambiante.

5.3.1. Poleas Masivas

Hasta los momentos, particularmente en el curso anterior, cada vez que aparecia una polea en
un problema, ésta se trataba como ideal, es decir, formada por un disco cuya masa era despreciable
frente a las otras masas involucradas. Ahora queremos analizar qué sucede si la polea en cuestion
tiene una masa que no se puede despreciar.

Iniciemos nuestro analisis con una polea sencilla, formada por un disco de mdsg radio R.

Por la polea se hace pasar una cuerda ideal que no desliza respecto al disco y en cada extremo de
la misma se aplica una cierta fuerza, que denotam®ds y T .

Empezamos por escribir los torques relativos a las tensiones. Para ello, jemos el origen de

nuestro referencial en el centro de la polea, justo en el eje de rotacion, y los versfres en las
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direcciones usuales. Para cada tension tenemos que
~=%t T:1=(RP) ( TiP= RTK; ~=r Tr=(RP ( TP =RTK; (5.15)

con lo cual tenemos que la ecuacion (5.2) queda como

X
~=1~=) R(T. THk=1, R T
i (5.16) 2
R(T: Ti) =1,
Usando el valor del, para el disco (Figura 4.5), tenemos
que:
1 2
R(T, T)=1, =) R(T, Ty= EMR
_, T, T, (5.17)
" MR
Supongamos ahora que la tensiéh; es debida al peso T,

de un bloque de masan. Si queremos determinar la ace-
leracion del bloque, recordemos que la cuerda no desliz&igura 5.3: Polea Masiva Simple.
respecto a la polea, por lo que = Z, de manera que

T, T
MR

T, mg _ _
MR ) Y2

T, mg.

=2
M

y
=) ==2 5.18
) & (5.18)
Ahora vamos a analizar una polea compuesta por dos discos planos coaxiales que se mueven

solidariamente.

Ejemplo 5.2. Polea Masiva compuesta por dos discos

Consideremos el sistema que se muestra enHAegura 5.4 . Se tiene una polea formada por
dos discos coaxiales de radid®; y R;, tales que se mueven solidariamente. Esto implica que sus
rapideces angulares son igualés = ! , = ! y la velocidad angular e = ! K. Por simplicidad,
supongamos que conocembs. En caso de no conocerlo, recordemos que si tenemos las masas de
cada disco podemos calcularlo rapidamente al ser coaxiales, de modo que

1 1
| {em) = é|\/|1R§ + éMzRg (5.19)

En el sistema tenemos dos cuerdas ideales (de masa despreciable e inextensibles), enrrolladas
en cada uno de los discos. Ambas se mueven sin deslizar respecto a su disco. En la cuerda superior
se esta aplicando una fuerzg, = F,( ¢). De la cuerda enrrollada en el disco de radiR, cuelga
un bloque de masan.
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Para el bloqgue de masme, tenemos que
Fo X

F=mt=) T mg=my: (5.20)

Veamos ahora la ecuacion de torqu®.2) respecto
al centro geométrico de las poleas (que coincide
con su centro de masa):

X
~=1,~) FoBR1 TRy=1, (5.21)

En caso de duda, el lector se puede referir a la de-
rivacion de los torques calculados e%.15). Dado

J 9 m gue la cuerda no desliza respecto al disco, se tiene
que el modulo de la aceleracion tangencial en el

Figura 5.4: Polea compuesta formada por punto donde la cuerda se despega del disco debe

dos discos planos coaxiales de radios distin- ser igual al modulo de la aceleracion del bloque

tos

y= Ry (5.22)
De esta manera podemos reescribir las ecuaci¢®.21) como
. 3.
FoR:1 TRx=1;5-: (5.23)
R
Si ademas usamo$5.20) para despejarT, tenemos que
T mg=my =) T=m(g+y): (5.24)

Esta expresion deT la podemos emplear elf5.23), de manera que
_, J
I:oRl m(g Y)Rz— IZR_
2
FoRiR: m(g y)R3= I,y
FoRiR2 mMgR3+ myR3 = |,y

FoR:R, mMgRZ= 1,y mRYy (5.25)
l, mR3 y=F,RiR; mgR3
_) _ FoRle ng% .
- - 1, mR%
Si ahora utilizamos este resultado e(b.24), obtenemos el valor d&:
FoR1R, mgR3
T mg=my =) T=mg+m>212 g2 (5.26)

I, mR3

Veamos nuevamente la ecuacion de torqyb.21). Si el lado dereccho de la ecuacién es cero
bien sea porque el sistema se encuentra en equilibrio o porque la polea es ideal, entonces
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FRi TR,=0 =) Fo= —2T: (5.27)

Si el sistema esta en equilibrio (no necesariamente estéatico), podemos ver fue mg, por lo
que la fuerzaF, necesaria para levantar el bloque es

Fo= —2mg; R2<R; =) Fo<mg; (5.28)

de manera que este arreglo nos permite ejercer una menor fuerza para levantar el bloque de masa
m.

5.3.2. Movimiento de Rodadura

Como mencionamos cuando estudiamos la energia cinética rotacional ersdacion 4.6, el
movimiento de un rigido podemos descomponerlo en un movimiento puramente traslacional y otro
puramente rotacional. Pocos ejemplos mas claros y directos de esto que el movimiento de rodadura,
cuya descomposicion en este sentido presentamos eRitpura 5.5 . Por simplicidad, pensemos en
un disco de radioR y masaM, con distribucién de masa homogénea, de manera que su centro de
masa se ubica en su centro geométrico. En la palf® se presenta un movimiento puramente de
traslacion, con todas las partes del disco moviéndose a la misma velocigtadl cual le sumamos
uno puramente rotacional, con velocidad angular en torno a su centro geometrico.

o fs

@) ; b © T (©)

Figura 5.5: Movimiento de Rodadura (c) como la composicion un movimiento puramente trasla-
cional(a) y uno puramente rotacional (b).

Como podemos observar de kigura 5.5 , la condiciéon de rodadura, es decir, de que el cuerpo
realice un movimiento de rodar sobre una super cie sin deslizar respecto a la misma es justamente
gue el vector velocidad del punto de contacto respecto del piso sea nula. Esto nos lleva a establecer
el denominadovinculo de rodaduraen su forma vectorial:

R+F+ + =0: (5.29)
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Es directo darnos cuenta que esto lo podemos reescribir en términos de la rapidez del centro de
masaR, la rapidez angular! y el radio R del objeto como

R+~ £=0=) RE+RI(H)=0=) R R! =0 =) (5.30)

Como hemos indicado, el punto de contacto entre el objeto y la super cie tiene velocidad nula.

Se trata de un punto que instantaneamente se mantiene jo respecto al piso. Para que el objeto
pueda moverse, es decir, para que efectivamente esté rodando, ese punto que esta en reposo respecto
al piso no es jo respecto al cuerpo, sino que va cambiando. Dicho punto nos permite introducir un
concepto importante en las rotaciones: eje instantaneo de rotacionEn el caso del movimiento de
rodadura, el eje instantaneo de rotacion esta justamente en ese punto de contacto con la super cie.

Volvamos a laFigura 5.5(c) . Recordemos que cuando
analizamos el movimiento circular en eCapitulo 1 , ha-
biamos conseguido que la rapidez tangencial estad dada por
rl , donder es el radio de giro. Al considerar el eje de ro-
tacion ubicado en el punto de contacto esta claro el porqué
tenemos que en el punto diametralmente opuesto la rapidez
de desplazamiento e2R! . En ese punto tenemos precisa-
mente quer = 2R. Lo otro que podemos darnos cuenta es
gue a lo largo de esa linea diametral, hay un per | de velo-
cidades tangenciales, todas en la direccifnque iran desde
0 hasta el madximo de2R! . Pero esas velocidades tangen-
ciales corresponden a las velocidades de desplazamiento de
cada uno de los puntos que se encuentran sobre una line&rigura 5.6: Per | de velocidades de
paralela al piso a la altura dada por una cierta cantidad Un objeto que rueda sin deslizar.
altura r.

Si miramos laFigura 5.6 , son precisamente las lineas verdes las que nos dan esas lineas de
igual velocidad de traslacién. La magnitud de esa velocidad esta relacionada con la distancia entre
la linea azul y la roja.

Con esto en mente, vamos a analizar el per | de velocidades que tenemos en el objeto que esta
rodando en el siguiente ejemplo. Este ejemplo esta basado eRmrelblema 2 (pag. 1) de [S].

Ejemplo 5.3. Per| de velocidades en el movimiento de rodadura:

Un disco de masaM y radio R rueda sin des-
lizar sobre una super cie horizontal rugosa con
una rapidez angular ,. Determine la rapidez de
traslacion del puntoP, mostrado en laFigura
5.7.

Resolucion: Acabamos de argumentar que
las lineas verdes de IRigura 5.6 representan ni-
veles en los que todos los puntos del disco tienen
la misma velocidad instantanea de traslacion. Figura 5.7: Disco que rueda sin deslizar.
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(1) Con esto en mente, esta claro que lo que debemos
*p calcular es la alturar a la que se encuentra el punto
P respecto del piso, es decir, necesitamos determinar
t, [. Desde el punto de contacto hasfa la distancia
esR. Dado que también se cumple que deddehasta
P la distancia esR, entonces la distancia desd®©
hastaP®esR cos . Por lo tanto, tenemos que

rom= R+ Rcos = R(1+cos ):

De esta manera, la velocidad de traslacién del pun-

0 7
Figura 5.8: Calculo de la velocidad de trasla- to P"esta dado por

cion de un punto arbitrario de un disco que
rueda sin deslizar.

£ = 1 R(L+cos )f:

Volvamos al hecho de que el punto de contacto es un punto con velocidad nula. Dado que éste
€s un punto que instantdneamente esta inmavil respecto al piso, la fuerza de roce que hay entre la
super cie y el objeto es de tipo estatico, por o que no la conocemagriori. Debemos recordar
gue para el caso estatico se cumple que

f(® oN:

A continuacion presentamos un ejemplo, basado enfloblema 10 (pag. 77) de [6].

Ejemplo 5.4. Transicion al movimiento de rodadura

Un objeto de per | circular, de masaM dis-

. . , . —
tribuida homogéneamente y radi®® es lan- Vo
zado justo sobre una super cie rugosa con
una velocidadv, 4. El objeto desliza sobre la
super cie hasta que empieza a rodar sin des-
lizar. Suponga que se conocen los coe cientes

¢ Y e Determine

r

Jg

(a.) El tiempo t, que tarda el objeto en ini-
ciar el movimiento de rodadura.

(b.) La velocidad angular una vez que inicia
el movimiento de rodadura.
Figura 5.9: Objeto de per | circular que inicial-

(c.) El trabajo realizado por la fuerza de ro- hente desliza sobre una super cie rugosa.

ce k.
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Resolucion: Lo primero que debemos hacer es un diagrama de cuerpo libre del objeto de per |
circular en cuestion:

El vector = corresponde a la fuerza de reaccion del piso
sobre el objeto, la cual podemos descomponer como

Con esto, las ecuaciones de movimiento nos quedan:

Mx= f,

| * = Rf,
0=N Mg

Dado que desdé =0 hasta que se inicie el movimiento de
rodadura ent = t, el roce es cinético, tenemos que

Figura 5.10: Diagrama de Cuerpo fC= _N:
. . . r C -

Libre de un objeto de per | circu-

lar que inicialmente desliza sobre Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento en X podemos re-

una super cie rugosa. escribirla sustituyendo esta relacion y el despeje @& en
la ecuacién de movimiento en Y. De esta manera, podemos
integrar una vez respecto del tiempo y obtener una expresion
para la rapidez del centro de masa:

9
Mx= f, >
— cN d_X_ - g ! Integrando respecto a t x_(t) = v, cgt :
> dt
= C|\/| g !
Analogamente, para IS ecuacion de movimiento rotacional tenemos que
ERE 2 R oM MR
_ -0 cVig I Integrando respecto a t _ .
= —= ! t)= — .gt:
=R Mg’

Con estas dos expresiones, lo que necesitamos es determinar el instenpara el cual se inicia el
movimiento de rodadura. Para ello recurrimos a la expresion del vinculo de rodad&a29):.

x(t t)=RAt t)
Pero las ecuaciones de movimiento que hemos planteado al inicio de esta resolucion son validas
solamente para 2 [0;t,], de manera que el vinculo de rodadura con las expresiones que conseguimos
s6lo podemos tomarlo eh = t,:
R? MR?
+

M
Vo Ot = | Ot =) Vo= 1

Ot

S 1+ MR g
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Para calcular la rapidez angulat ;, del objeto una vez que se inicia el movimiento de rodadura, lo
gue tenemos que hacer es sustituir este tiemjpoen nuestra expresion para(t):

_ MR Vo
! 9 :I'-I_MIR2 c9
MR v, MR
=—— =) = ———
| 1+ MRZ "1+ MR2°

Si usamos la regla de la mano derecha y dado el sentido del giro es directo darnos cuenta que la
velocidad angular del objeto del problema es en la direcciék. Por lo tanto,

MR
~ = :

Por ultimo, queremos calcular el trabajo realizado por la fuerza de roCg. Esto lo haremos
analizando el cambio de energia cinética del objeto entre el instahte0 y t = t,. Empecemos por
calcular laK 1 (t = t;), tomando en cuenta que podemos separar el movimiento del centro de masa
segun(2.38) y (4.32)

Kr(t=t)= KO(t=t)+ KO(t=t):

Procedemos a calcular cada uno de estos términos por separado.
MR 2 M3R*

K(tr)(t: tr): mvo;

1
S 2
KOt =t,) =

Por otro lado, recordemos que para los objetos de per | circular, el momento de inercia es de la
formal = MR 2, donde es un escalar adimensional que depende del tipo de objeto en cuestion.
Por ejemplo, para un disco y un cilindro, = 3, mientras que para una esfera solida (bola) = g

Con esto en mente, reescribimos las expresiones anteriores, obteniendo:

8
K(tr)(t:t): }ﬂvzzl M3R4 V2
201+ MR22° 2( MR 2+ MR2)?2°
1 M3R* oo L 11,2
| = MR?2 =) C2( +1)°M2R* ° (+D1? 200
1 IM 2R2 1 ( MR 2)M?2R?
KM(t=t)=z Z—— _v?= =
2(1 + MR?)? ° 2( MR 2+ MR?)?°
1 M3R* 5 1
= = Vi ——— ZMv?
| 2( +1)°M2R* ° ((+1? 27°°
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Ahora podemos escribir la energia cinética para= t,:

Kr(t=t)= KMt =1t)+ Kt =t,)
1 1 1
= ——— ZMvZ + “Mv?
( +1)2 2 o ( +1)2 2 (o]
+
= 1 }Mvg = 1 }Mvg
( +1)2 2 +1 2
Parat =0 tenemos quK 1 (t =0) = %Mvg, de manera que
1 1 1
K T = KT(t: tr) KT(t:O): Tl EMV% EMVS
1 1 11 ( +1)
= = 1 Mv2=2 =~ _~2 Mvi= —— MvZ:
2 +1 ° 2 +1 ° 2( +1) ©

Finalmente, dado queN;, = K <, tenemos que

W, = Mv?2
R

La dltima parte de este ejemplo nos presenta una relacién entre las energias cinéticas trasla-
cionales y rotacionales del centro de masa para el movimiento de rodadura en la que queremos
detenernos un momento. En nuestro analisis hemos indicado que para objeto de per | circular su
momento de inercia puede escribirse como

| = MR? (5.31)
y hemos indicado que
1 : . 2 2
= > (Aro, Disco y Cilindro), = 5 (Bola), = 3 (Esfera) (5.32)
A partir de ello, hemos obtenido que
Kéw' = Kgu (5.33)

y, por tanto, se cumple que la energia cinética total del objeto que se mueve rodando sin deslizar
se puede escribir en términos de la energia cinética de traslacion de su centro de masa como

Kr=( +1)K): (5.34)
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5.4. Ejemplos Resueltos

En esta seccion vamos a plantear algunos ejemplos de problemas que incluyen el uso de poleas
y de movimiento de rodadura para su estudio. La idea es que sirvan de muestra de cémo enfrentar
problemas de este tipo.

Empezamos por analizar un sistema analogo al d&loblema 19 (pag. 7) de [8].

Ejemplo 5.5. En la Figura 5.11 se muestra un cilindro de radioR y masaM, distribuida
homogéneamente, alrededor del cual se ha enrrollado una cuerda ideal inextensible. El cilindro se
encuentra sobre una super cie rugosa y la cuerda sale por el punto diametralmente opuesto al
punto de contacto y pasa una polea de radioy masam, para conectar con un bloque de masa

m que cuelga. Suponga que la cuerda no desliza ni en el cilindro ni en la polea. El sistema parte
del reposo y a medida que cae el bloque, el cilindro rueda sin deslizar. Con base en lo anterior y
asumiendo que se conocen los coe cientesy , determine:

L

Figura 5.11: Dinamica de un Cilindro sobre su-
per cie rugosa que rueda sin deslizar arrastrado
por un bloque que cae.

my (a.) Aceleraciony del blogue.

(b.) Aceleracion angular~, de la polea.

(c.) Aceleracion x del centro de masa del
cilindro.

(d.) Aceleracién angular~ del cilindro.

(e.) Magnitud de las tensioneS , y T.

(f.) Magnitud de la fuerza de rocd,.

~>

Resolucion: Lo primero que debemos
hacer es plantear las ecuaciones de movi-
miento de cada una de las partes del siste-
ma. Para ello, empezamos por dibujar por
separado los diagramas de cuerpo libre del
Cilindro, Disco de la Polea y del blogue:

TX Ty

Mg my9 Ty © mg

(a) (b)
Figura 5.12: Diagramas de cuerpo libre déjemplo 5.5 : (a) Cilindro, (b) Polea y (c) Bloque.
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Empecemos por analizar el cilindro. Lo primero es notar que es la fuerza de reaccion del piso
sobre el cilindro, cuya componente paralela al piso = , = f, es lo que solemos denominar
friccion mientras que la componente perpendicular *= -, = N, la normal. Primero veamos
las ecuaciones de movimiento del centro de masa del cilindro

(
T,+ ~+Mg=MR =) Tt 1= Mx; (5.35)
X g - N Mg=0; '
y ahora planteamos la ecuacion de torqu®.3) respecto al punto de contacto,
R (Mg)+2R Ty=I.~ =) 2T,R=1, : (5.36)

Ahora analicemos la polea. Dado que en este momento no nos estan preguntando la fuerza de
reaccion del eje sobre el disco de la polea, entonces vamos a escribir solo la ecuacion de torque
(5.3) desde el centro de masa:

(rM Ty +(rf Ty =1, =) (Ty TIr=1, ,: (5.37)
Por ultimo, para el bloque tenemos que:
Ty+mg=mh, =) Ty mg= my: (5.38)

Si hacemos un conteo de las incognitas que tenemos, resulta que haly 8T,, N, f,, ,,
x ey. Sin embargo, tenemos planteadas hasta el momento sélo 5 ecuaciones, por lo que nos falta
establecer otras 3 relaciones entre nuestras variables. Para ello recordemos que la cuerda no resbala
respecto a la polea ni tampoco se elonga. Por lo tanto, los médulos de la aceleracion tangencial de
la polea y la del bloque deben ser iguales:

y= o, (5.39)
la cual es, en magnitud, igual aceleracién tangencial del cilindro, por lo que
y= (2R); (5.40)

donde hemos tomado en cuenta que el eje instantaneo de rotacion es el punto diametralmente
opuesto al punto donde se despega la cuerda. Finalmente, usamos el vinculo de rodadura para
relacionar la aceleracion del centro de masa con la aceleracion angular:

x= R: (5.41)

Con esto ya tenemos las 8 ecuacion€s.35), (5.36), (5.37), (5.38), (5.39), (5.40)y (5.41) que
nos permiten determinar las 8 incognitasy, Ty, N, f,, ,, , x ey. De esta manera, usando
quel; = gMR2 asi como qud, = %mrz, lo Unico que resta es resolver el sistema de ecuaciones,
lo cual se deja de ejercicio para el estudiante.
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Al ejemplo anterior pudiéramos hacerle algunas modi caciones para aumentar su di cultad,
como hacer que la polea sea de doble disco, como laEjemplo 5.2 , que en lugar de una super cie
horizontal sea inclinada o que en lugar de un cilindro se trata de un carrete. En en siguiente ejemplo
vamos a centrarnos en analizar el caso en el que la super cie por la que desliza el cilindro es un
plano inclinado.

Ejemplo 5.6. Considere una con guracion analoga a la presentada enemplo 5.5 , cambiando
ahora la super cie horizontal por una super cie inclinada un cierto angulo conocido. Determine
todas las cantidades indicadas en el mencionado ejemplo.

Resolucion: Vamos a centrarnos solamente en el
cilindro, ya que el resto los diagramas y ecuaciones
quedan iguales a las obtenidas con anterioridad. En
la gura adjunta se muestra el diagrama de cuerpo li-

40 bre del cilindro, por lo que procedegos a egcribir las

ecuaciones de movimiento en la basg® % KO :

Feo+ f, Mgsen = Mx%

5.42
N Mgcos =0; ( )

mientras que la ecuacion de torqués.3) respecto del
punto de contacto:

Figura 5.13: Diagrama de Cuerpo Libre 2RFe RMgsen =lc : (5:43)

de un cilindro que rueda sin deslizar en

Estas ecuaciones sustituyen #5.35 5.36), man-
un plano inclinado yen &.35) y (5.36)

teniéndose las demas. Nuevamente la resolucion del
sistema de ecuaciones se deja como ejercicio para el
estudiante.

Como ya indicamos anteriormente, dEjemplo 5.5 puede modi carse para incluir algunas
complicaciones en la con guracion del sistema. A continuacién queremos analizar el caso en el que
en lugar del cilindro se tiene un carrete o yoyo. Para esto, analizamos un planteamiento analogo
al del Problema 25 (pag. 9) de [3].

Ejemplo 5.7. Un carrete o yoyo esta formado por dos discos de raddoy masasMy y un cilindro
de radior, longitud H y masaM., como se muestra en ld&igura 5.14 . Alrededor del cilindro se
enrolla una cuerda ideal y del extremo se le aplica una fuer2aconocida. El yoyo se encuentra
sobre una super cie rugosa horizontal, de manera que rueda sin deslizar.

1. Dibuje el Diagrama de Cuerpo Libre del Yoyo.
2. Escriba las ecuaciones de movimiento del centro de masa del Yoyo.

3. Escriba la ecuacion de Torquég5.3).
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Resoluciéon: Empezamos por dibujar el diagrama de
cuerpo libre usando una vista lateral del Yoyo:

Figura 5.15: Diagrama de cuerpo libre de un yoyo.

Con esto ya podemos escribir las ecuaciones de movimiento
del centro de masa del Yoyo:
Figura 5.14: Yoyo formado por dos

i ili F+f=M1Xem;
discos y un cilindro. r T Xcm (5.44)
N M;g=0;
dondeM: 2M4+ M..
Para la ecuacion de torqug5.3) desde el punto de contacto, tenemos que
3
(R+1)F = lyoyo yoyo;  donde lyoo=21g+ lc=3MgR?+ EMCrZ: (5.45)

Para nalizar este capitulo, vamos a trabajar un problema tipo examen y en este caso resolverlo
completo. El ejemplo que presentamos a continuacién corresponde a un parcial de este curso del
afio 2017.

Ejemplo 5.8. Sistema con yoyo que rueda sin deslizar.

Un yoyo de masaM = 4m, conformado por dos discos de radiB = 3r y un cilindro de radio
r alrededor del cual se enrolla una cuerda ideal, se coloca sobre un plano horizontal con friccion,
siendo .= ;5 el coe ciente de roce estatico entre la super cie y el yoyo. La cuerda del yoyo pasa
por una polea ideal de radiag, = 5r. Al extremo libre de la cuerda se le ata un bloque de masa
suspendido en la vertical. El sistema se encuentra inicialmente en reposo y al dejarlo evolucionar
libremente se tiene que la aceleracion del bloquesgs= l—lzg el yoyo rueda sin deslizar sobre la
super cie.

(a.) Calcule la aceleracionacy del centro de masa del yoyo.
(b.) Determine la aceleracion angular-, de la polea.

(c.) Calcule el momento de inercid oy, del yoyo respecto a un eje perpendicular al plano de la
hoja que pasa por su centro de masa.
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(d.) Determine el médulo de la tensién de la cuerda.
(e.) Calcule la fricciobn que ejerce la super cie sobre el yoyo.

Resolucion: Para resolver este proble-
ma podemos hacer uso de los diagramas de

p cuerpo libre (DCL) que dibujamos en an-
teriores ejemplos, con unas modi caciones
R { menores. En el caso de la polea, podemos

usar el DCL de laFigura 5.12 (b) vy (c)
con la modi cacién de que la polea no tie-

ne masay portantoT, = T, = T. Pa-

a ra el caso del yoyo, podemos usar el DCL
gue dibujamos en el ejemplo anterioFigu-

ra 5.15, con la modi cacién de que la cuer-
da sale por debajo del cilindro interior y esa
gl fuerza tiene magnitudT. Con esto en mente
m ya podemos empezar a escribir las ecuacio-
nes de movimiento de cada una de las partes
Figura 5.16: Esquema de un sistema compuestodel sistema que estamos analizando.
por un yoyo conectado a blogue que cuelga de Para el blogue, tenemos que
una polea por medio de una cuerda ideal.

T mg= may

Dado quea, = 3 g, entonces tenemos que

T mg= 1
9= ™ 1
1 1 =) T=1—2mg.
T=mg -—mg= 1 — mg

12 12

Pasemos ahora a analizar la polea. Ya dijimos que al ser ideal, las magnitudes de las tensiones
son iguales. Aunque no nos lo preguntan, podemos determinar rapidamente la fuerza de reaccién
del eje sobre el disco de la polea:

TT(E+N=0=) | T=T{+N:

Para determinar la aceleracion angular de la polea, recordemos que nuestra cuerda ideal no desliza
respecto a la polea. Por lo tanto, la aceleracion tangencial de la polea debe ser igual a la aceleracion
del bloque. Por lo tanto

1 3 1 1
a=a ) Tp =597 p RS 4= oM | o=

lQ
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Finalmente, analicemos el yoyo. Empecemos por escribir sus ecuaciones de movimiento, de
torque y el vinculo de rodadura.

R nNT=1 ;
N M =0; ( ) yoye a= (R )

dondea, es la magnitud de la aceleracion tangencial del cilindro y que es igual a la del bloque que
cae. Por lo tanto, tenemos que

a= (R 1)

1 1

19 g = (3r r) = ~ = 9

12 ) 241 R

El =2r

129

Con este resultado es directo darnos cuenta que

acm = R 1

19, =) |aw = Z0of:
= —2 8

2ar

Para el calculo de la fuerza de roce, usamos la ecuacién de movimiento del centro de masa, ya
gue se trata de un roce estatico por ser un movimiento de rodadura. De esta manera tenemos que

T f,= Macum f, = }mg+ Emg
_ 2 127 _, |~ _ 17 .
1—1m fo= (4m) 1.9 17 =) k= 12mg{\.
12Md T g = Mg

A modo de veri cacion de si este resultado es consistente, vamos a determinar rapidamente el
valor maximo que puede tener la magnitud de la friccion:

4 17
f™ = N= Mg= émg:ng > 13M9:
A partir de la ecuacion de torque podemos determinar el momento de inercia del yoyo con
respecto al punto de contacto con el piso. Finalmente, aplicando el Teorema de Stei(*d9),

obtenemos el momento de inercia respecto al centro de masa.

— 10
(?1 T = oo 1 g lyoyo = I3(/)oyo MR?
2r Mg = )?Oy02—4? =) =44mr?  (4m)(3r)2 =) | lyoyo = 8mMr?:
— 2 2
A4mr? = | © =44mr<  36mr

yoyo
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5.5. Problemas

Problema 5.1. Calcule el torque~, medido desde el origen, de la particula de la trayectoria
helicoidal (Problema 4.11 ).

Problema 5.2. Calcule el torque~, medido desde el origen, de la particula cuya trayectoria esta
dada por (4.34) (Problema 4.12 ).

Problema 5.3. Considere el sistema de 3 particulas que deslizan sobre un raro de radio variable
presentado en eProblema 2.7 . Calcule el momentum angluakE; de cada particula, medido desde
el origen, asi como el momentum angular tot&l; del sistema, asi como los torques y ~.

Problema 5.4. Un cilindro macizo homogéneo de masa
M, radio R y altura H esta colocado verticalmente, de
forma que por su eje de simetria pasa una barra que lo l
mantiene en posicion y que le permite girar libremente. 9
En el cilindro se encuentra enrollada una cuerda ideal

de manera que uno de los extremos se conecta con un

blogue de masan a través de una polea ideal de radig
como se muestra en la gura adjunta. El sistema se deja
evolucionar desde el reposo. Determine:

(a.) La aceleracion angular del cilindro.

(b.) La aceleracién angular de la polea. Figura 5.17: Mecanismo con cilindro gi-
_ ratorio conectado a una polea masiva
(c.) La aceleracion del bloque.

Problema 5.5. Repita elProblema 5.4 tomando ahora que el disco de la polea tiene masa.
Compare los resultados.

Problema 5.6. Una esfera maciza de masil distribui-
da homogéneamente y radiR esta colocada de forma que |

por su diametro pasa una barra que la mantiene en po- lg
sicion y le permite girar libremente. Alrededor de la bola
se encuentra enrrollada una cuerda ideal de manera que
uno de los extremos se conecta con un blogue de masa
a través de una polea ideal de radin, como se muestra
en la gura adjunta. El sistema se deja evolucionar desde
el reposo. Determine: m

(a.) La aceleracion angular de la bola. _ _
Figura 5.18: Mecanismo con esfera ma-

(b.) La aceleracién angular de la polea. ciza giratorio conectado a una polea

y masiva
(c.) La aceleracion del blogue.
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Problema 5.7. Repita el Problema 5.6 tomando ahora que no se trata de una bola sino de un
cascaron esférico de la misma masa y radio. Compare los resultados.

Problema 5.8. Repita elProblema 5.6 tomando ahora que el disco de la polea tiene masa.
Compare los resultados.

B

Problema 5.9. (Tomado de: Di Bartolo (2004) [8].)

Un disco de masaM vy radio R rueda sin deslizar sobre
una super cie rugosa. En un cierto instante, el disco gira con
una rapidez angular y aceleracién angular . Determine

(a.) La rapidez de traslaciong, £ del punto C.

(b.) La aceleracion puramente traslacionaft. ¢ del punto C.

(c.) La energia cinética Kt del disco para el caso en que_. .
-0. Figura 5.19: Disco que rueda ace-

leradamente sin deslizar.

Problema 5.10. Considere el objeto circular de radidR y masaM distribuida homogéneamente,
gue rueda sin deslizar sobre una super cie rugosa, dejemplo 5.4 . Se puede demostrar que
existe una relacion de proporcionalidad entre la energia cinética totély y la Energia cinética del

Centro de MasaK ¢y Y entre esta ultima y la Energia Cinética del movimiento rotacionak T(mt).

Encuentre las relaciones
Kr=AKcew: Kg= AoKérOt); Koy = Aok_(rrot):

Problema 5.11. Un cono de masaM, altura h y radio

de baseR se ja por la punta a una barra vertical de masa
despreciable, respecto a la cual puede rotar libremente, de
manera tal que su eje de simetria queda paralelo al piso. E
El cono rueda sin deslizar tal que la rapidez tangencial !
del punto diametralmente opuesto al punto de contacto
esV, respecto al piso. Determine

(a.) La velocidad angular~™ en el centro de la base del
cono respecto a la barra vertical.

R
(b.) La velocidad angular~ de un punto en el borde de  -+-
la base del cono. X
(c.) La energia cinéticaK 1 del cono. Figura 5.20: Cono que rueda sin desli-

Zar.

NOTA: ElI momento de inercia respecto al eje de sime-
triaesls = % MR? y los momentos en el plano perpen-
dicular valenl, = 3 M (4R? + h?).
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Capitulo 6

Equilibrio Estatico de Cuerpos Rigidos

En el capitulo anterior hemos estudiado la dinamica de cuerpos rigidos. Hemos calculado las
fuerzas, torques, aceleraciones y aceleraciones angulares de diversos sistemas. En todos los casos
gue analizamos en eCapitulo 5 , el centro de masa del cuerpo se encontraba en movimiento. En
este capitulo queremos estudiar una situacion particular como lo es el equilibrio estatico.

Se trata de una situacion de interés para analizar problemas tan complejos como estabilidad
de estructuras hasta problemas tan sencillos como hasta qué altura podemos subir una escalera
sin temor a que ésta deslice.

Como hemos hecho hasta los momentos, nos vamos a iniciarnos en el problema del equilibrio
estatico de cuerpos extendidos desde la aproximacion de trabajar con cuerpos rigidos.

6.1. Condicién de Equilibrio Estatico

Del curso anterior, en el que estudiamos la fisica de la particula puntual, aprendimos que la
condicion de equilibrio era un balance de fuerza tal que

X
F=0;: (6.1)

Ahora que hemos estado estudiando la fisica de sistemas de particulas y nos hemos enfocado en
analizar la dinamica rotacional de cuerpos rigidos, hemos aprendido que los torques juegan un papel
importante en las rotaciones. Por lo tanto, una situacion de equilibrio en un cuerpo extendido no
s6lo debe cumplir un balance de fuerzas analogo a (6.1), sino que debe cumplir un balance de
torques:

~= 0 (6.2)

Adicional a aprender sobre los torques también hemos tenido que distinguir las fuerzas internas
de las externas. Sabemos que la dindmica del centro de masa de un sistema de particulas esta
determinado por las fuerzas externas actuando sobre el sistema. De manera anéloga, los torques
gue determinan la rotacidon de un cuerpo van a ser los torques externos actuando sobre el mismo.
De esta manera, para un sistema de particulas, bien seédrparticulas discretas o una distribucion
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continua de materia, la condicién de equilibrio es

__(ext)

I‘_’(eXt) =0; =0: (63)

Sin embargo, estas condiciones por si solas lo que nos garantizan es que el sistema se encuentre
en equilibrio mecanico. Estas ecuaciones lo que nos garantizan es que los momenta lineal y angular
totales del sistema sean cantidades constantes:

P
FEY =9 o) d_ =0 =) P =const:
dt (6.4)
X (ext) dET |
~ =0 =) e =0 =) [t =const:

Es decir, un sistema cuyo centro de masa se mueve con velocidad constante y su momentum angular
total es constante se encuentra en una situacion de equilibrio. Pero para tener una situacién de
equilibrio estatico no soélo necesitamos que los momenta lineal y angular sean constantes. También
necesitamos que éstos sean nulos. Es decir, para que haya equilibrio estatico necesitamos que se
cumpla: 8 X
< FEY=9 y P=0;

Equilibrio estatico: = X (6.5)

~&0 y L[t =0:

Ahora bien, cabe la pregunta entonces la pregunta: ¥Con respecto a cual referencial debemos
tener queP = 0y Ly = 0? Dado que estamos interesados en estudiar rigidos en la super cie
terrestre, de dimensiones tales que, como discutimos enSeccion 5.2.1, su centro de gravedad
coincida con su centro de masa, entonces cualquier referencial con velocidad nula respecto a Tierra
es un referencial en el que deben cumplirse (6.5) para que estemos en una situacion de equilibrio

estatico.

6.2. Ejemplos Resueltos

Con lo que hemos aprendido hasta los momentos ya tenemos todas las herramientas necesarias
para empezar a resolver problemas. Por lo tanto, vamos a trabajar algunos ejemplos.

Ejemplo 6.1. Barra que descansa sobre dos cufias:

Una barra homogénea de masa Yy longitud
L se encuentra horizontal, con sus extremos re- .
posando sobre dos cufias. A una distanciae co- S— gl
loca un bloque de maskl . Determine las fuerzas 5
de reaccion que ejercen las cufas sobre la barra.
Resolucion: Empecemos por escribir las
ecuaciones de movimiento de la barra. Para ello,
vamos a denotar como™; y T4 las fuerzas de
reaccion que ejercen las cufias sobre la barra. Re-
cordemos que, en este contexto y con guracion, nas.
=+ NN

Figura 6.1: Barra que descansa sobre dos cu-
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fr, f,,=0;
Ni (M +m)g+ Ng=0:

Adicionalmente tenemos la ecuacion de torque. A diferencia de los casos que estudiamos en el
capitulo anterior, aca podemos calcular los torques respecto a cualquier punto. La eleccion dependera
de la preferencia que tengamos, en particular en lo referido a las simpli caciones que me permiten
una escogencia adecuada. En este caso, tomar el torque en cualquiera de los dos extremos parece
ser lo mas astuto, pues nos permite simpli car una de las incognitas. En este caso, escogemos
calcular el torque medido desde el extremo izquierdo de la barra:

TitMgt+tmg+ T¢=0

, . L
Extremo lzquierdo: Mg + ng NgL =0

De esta ecuacion es directo despejaty:

|—
[te)

Mg‘+mg% NdL=O=) Ng = M‘+m§ L

Para determinar N;, sustituimos este resultado en la ecuacion de movimiento gn

N; M + + Ng=0
i ( m)gL d _) N L \M+m .
Ni (M + m)g+ M‘+m§ %: ' L > 9

Sélo nos queda por determinar las fricciones. De la ecuacién de movimientofdenemos que
sus modulos son iguales. Si lo pensamos un poco, nhos daremos cuenta que, en ausencia de otra
fuerza externa con direcciorf, ambas deben ser nulas.

Aca hemos calculado el torque respecto al extremo izquierdo de la barra. Sin embargo, hemos
podido hacerlo también desde el extremo derecho y obtener de esa manera el vahy. d#e hecho,
en lugar de utilizar la ecuacion de movimiento efh para despejarN;, podemos calcular el torque
desde el otro punto y obtener directamente el valor deseado. Vamos a hacer esto rapidamente:
L 0 d
mg§+ Mgliz} NiL =0 %

g.
2.

N

=) |Ni= (L H)M+m

mg%+ Mg(L )= NiL ~

Como es de esperarse, este resultado es exactamente el mismo que obtuvimos por la otra via,
pero mas directo

A continuacion vamos a analizar un caso de una persona que va a subir una escalera la cual
ha colocado apoyada sobre el tope de un muro. Este ejemplo nos sirve para entender respecto a
cuales super cies podemos describir las fuerzas de reaccion perpendicularey paralelas ™y que
tengan el sentido de fuerza normal y fuerza de roce que conocemos.
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Ejemplo 6.2. Persona que trepa una escalera apoyada en el borde de un muro:

Una persona de mas#! quiere trepar un mu-
ro de alturaH y para ello ha colocado una esca-
lera de masam y longitud L con un extremo en
el piso y en el tope del muro, como se indica en
la gura a continuacion. El angulo que forma
la escalera con el piso es conocido, asi como los
coe cientes de roce estaticos entre la escalera y
el piso, ¥,y entre la escalera y el muro, ™.
Determine las componentes de la fuerza de reac-
cion ~ (M) en funcion de la alturah a la que

ha subido la persona si asumimos que el piso ed'gura ?'2: Per;ona qL:e sub;:' una escalera
perfectamente liso. que esté apoyada en el tope de un muro.

Resolucion: Lo primero que debemos hacer es dibujar el diagrama de cuerpo libre para poder
escribir las ecuaciones de movimiento y las de torque. Vamos a hacer esto primero para el caso
general, sin considerar que el roce entre la escalera y el piso es despreciable.

~ (piso) + mg+ Mg + ~ (muro) — O; N (m) T.r(m)
de manera que
fP+fMecos NM™sen =0;
NP (M +m)g+f™sen + N™cos =0: S
Para el torque, vamos a calcular respecto al punto o ‘% s R
de contacto entre la escalera y el piso, para lo cual
tenemos que: N () ST
N L (m)~0
M™ + mE gcos N =0
. -’r(p)
de donde es directo ver que r
1 . L Figura 6.3: Diagrama de cuerpo libre de la
N(™ =5 M +ms geos : escalera 5 d I d
2 que esta apoyada en el tope de un
muro.

En esta expresion, tanto como “° debemos escribirla en término de las cantidades conocidas.
En el caso de'®, ésta esta relacionada con la alturad del muro, mientras que’ lo esta con la
altura h a la que llegue la persona:

. . H . . h
H="Y%en =) %= —; h="sen =) "= —:
sen sen
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De esta manera se tiene que

sen L
_ + m—= gcos

N (M) =
H sen 2

h L h L
= — + mg — = (M(h) = — + mg— :
Mg — cos g-—sen cos =) | N™(h)= Mg — cos g-—sen2:

Si ahora consideramog ” = 0, entonces tenemos que
fMcos NM™sen =0;

de lo cual es directo que

f M(h)= N™ tan

h L h L
Mg — + mg-— sen?2 =) | fM™=Mg— + mg-—sert :
g cos g sen2  tan ) | g sen g7 Se

Ejemplo 6.3. Bloque que guinda de una viga que reposa en una pared:

Una viga de masaM vy longitud L se ha colo-
cado de horma horizontal, con un extremo pegado
a un muro y el otro anclado a la pared a una altu-
ra h mediante una cuerda ideal, como se muestra
en la gura. A una distancia x del extremo dere-
cho se guinda un blogue de masa Con base en
esto:

(a.) Determine las componentes de la fuerza de
reaccion ~ (P en funcién de la distanciax.

(b.) La magnitud de la TensionT de la cuerda.

(c.) La distancia maxima Xsx a la que puede
colocarse el blogue antes de que la viga desFigura 6.4: Viga apoyada a una pared, sos-
lice respecto a la pared. tenida por una cuerda ideal.

Resolucion: Empecemos por dibujar el diagrama de cuerpo libre de la viga para poder escribir
las ecuaciones de movimiento y la de torque:

(
N Tcos =0;

~ (P = =
tmg+Mg+T=0 ) fr (M+m)g+ Tsen =0:
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donde el angulo esta dado por

h
sen = p———;
h L2+ h2
tan = E, L
COsS = p———:
L2+ h?
Para el torque, vamos a calcular respecto al
punto de contacto entre la viga y la pared, para lo
cual tenemos que:

L
Mg—-—+mg(L x) TLsen =0 ) _ _
2 Figura 6.5: Diagrama de cuerpo libre de la

de donde es directo ver que viga apoyada en una pared.
_ L _ _ Mg L x).
TL sen —Mg§+ mg(L Xx) =) T= > sen +m Lsen -

Para determinar las componentes dé& (P usamos las ecuaciones de movimiento, empezando
por la componentex:

N Tcos =0 =) N =Tcos
M
= I+ m R cos
2sen L sen
Mg (L x)
N = +m :
() 2tan L tan
Para calcular la friccion, recurrimos a la ecuacion ery:
fr (M+m)g+Tsen =0 =) f,=(M+m)g Tsen
Mg (L x)
=(M+m + m sen
( )9 2sen d L sen
1 L X
=(M+m -M m
( )9 > g L g
1 L X
= -Mg+ 1 m
29 L M
1 L L+x
=-Mg+ — m
29 L g

1 X
fr = éMg+ Emg.
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6.3. Problemas

En Construccion
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Capitulo 7

Fuerzas Centrales y Gravitacion Universal

En el presente capitulo vamos estudiar en detalle el movimiento de particulas bajo la accion
de Fuerzas Centrales, centrandonos en el caso de gravitacion. Se trata de la primera vez en los
cursos de Fisica Basica que vamos a estudiar un tipo de interaccidén en particular, analizando su
origen y naturaleza. Iniciamos con una presentacion general de fuerzas centrales recordando lo
gue habiamos elaborado cuando introdujimos el momentum angular erCalpitulo 4 , para luego
estudiar detalladamente la gravitacibon como un ejemplo de movimiento bajo fuerzas centrales.
Enunciaremos las Leyes de Kepler para seguidamente formular la Ley Universal de Gravitacion
desarrollada por Isaac Newton a mediados del siglo XVII y revisaremos algunas consideraciones
de tipo energéticas para la fuerza gravitacional, pasando luego a estudiar algunos casos de Orbitas
y satélites.

7.1. Fuerzas Centrales

En el Capitulo 4 iniciamos la discusion del momentum angular presentando la fuerza central
en la base de vectores cilindricos, ello nos permitié conseguir rapidamente la cantidad conservada
", que era lo que en su momento nos interesaba deducir. En el presente capitulo vamos a introducir
primero la base de vectores esféricos para luego de nir una fuerza central.

En el Capitulo 3 mencionamos las coordenadas esféricas en el contexto de indicar el diferencial

de volumen en dichas coordenadas (3.11), el cual presentamos gra camente eRidara 3.8 .
Recordemos brevemente que las coordenadas esféricag sory , tales que

P
r= x2+y2+ z2; | r2[0;1)
X = rsen cos; . '

y=rsen sen; =arccos p m , 2 [O! ] (71)

Z=1CO0S ;
= arctan

X<

; 2[0,2 ]
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donde , llamado angulo azimutal, coincide con
el angulo polar, mientras que , denominado co-
latitud, es el &ngulo formado entre la verticak y
el vector+.

De las anteriores expresiones es directo darse
cuenta que se puede de nir la base de vectores
esféricosftr, ;& ;& g, que forman una triada de
versores ortonormales de mano derecha, como

@, =sen cos {+sen sen ['+cos K;

® =cos cos {+cos sen | sen k; (7.2)
0 sen {+cos |-

Vale destacar que el versaft, que acabamos de

introducir no debe confundirse con el que de ni-

mos en (1.3), que es el vector radial en la base

polar y cilindrica. Para evitar esta confusion es

gue en (3.11) utilizamos la letraopara designar

la coordenada radial en coordenadas cilindricas. rigura 7.1: Coordenadas Esféricas. Tomado
En este sentido, la relacion entre los versores esfé-yg 1-xample.

ricos y cilindricos es bastante directa de deducir,

especialmente si nos jamos en l&igura 7.1 :

%, =sen ty+cos &,; © =cos Bet+sen i, (7.3)
Con estas de niciones preliminares, ahora si podemos establecer lo que es una fuerza central:
Una fuerza es llamada central si, en coordenadas esféricas, es de la forma
F(r)= F(r)a,; con =t : (7.4)
Dicho de otra manera, una fuerza es central si para cada punto de coordenaela®l espacio,
su direccion es radial y su médulo es una funcion que depende sélo de la distancia al origeir].

Una caracteristica de las fuerzas centrales es que son todas conservativas, de lo cual podemos

darnos cuenta répidamfznte Si miraénos la integral de trabajo:
It
W = F dr= [F(r)a,] [dr&, +d+,]= F(r)dr: (7.5)
C C I

dondedr, es la componente perpendicular a la direccidh del vector dr, es decir, al escribirlo
en la base esférica, se tiene que, = (d+ & )& +(d+ @& )@@ . Como aprendimos en el curso
anterior, para las fuerzas conservativas podemos de nir una funciéon que denominamos el potencial
V(r), dada por 7

I

V(r)= F(r)dr + cte. (7.6)
de manera que o) | )
a@r F(r); =) F= ar &= r V(r): (7.7)
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7.1.1. Ecuaciones de Movimiento

Consideremos un sistema aislado de dos particulas de masay m, cuya fuerza de interaccion
es de tipo central:

Fio=F(r)d,; con £=r@, = £ (7.8)
De esta manera, las ecuaciones de movimiento de cada particula son
mti = F()d,; mat,= F(r)d,: (7.9)

Como ya discutimos en laseccion 2.1, la ecuacién de movimiento de interés es la que describe
dindmica interna, en términos de la particula de masa reducida (2.8), la cual escribimos en (2.7),
y que ahora replanteamos para incluir explicitamente que estamos lidiando con una fuerza central:
mims,

‘F'=F(r)0r; =m.

Dado que vamos a estar interesados en el movimiento alrededor de un centro de fuerza, es
decir, el caso en el que una de las dos particulas tiene una masa mucho mayor que la otra, entonces
recordaremos que el centro de masa del sistema va a estar muy cercano a la particula mas masiva y

va a ser aproximadamente la masa menor. Si se tiene qug m;, entonces puede demostrarse
que

MMz _ _ MM my: (7.10)

my+ my my
m, 1+ M2

Dado queR  *,, y que la ecuacion de movimiento del centro de masa de un sistema aislado

es simplementeM R = 0, podemos jar un referencial inercial en la posicion de la particula, y
estudiar el problema como el de una sola particula.

7.1.2. Movimiento Angular

Ya vimos en elCapitulo 4 que una fuerza central implica conservacién del momentum angular.
En su momento, utilizamos directamente la base de vectores polares (1.3) y (1.6) para escribir las
ecuaciones de movimiento (4.1) limitadas a un plano. En &eccion 4.4 conseguimos que no solo es
el médulo del momentum angular;, quien se conserva, sino que es el vecibel que es constante.

De acuerdo a lo que planteamos en la seccion an-
terior, esC{°™ el que se conserva. En el contexto del
centro de fuerza, se trata del momentum angular de la
particula de menor masa, cuya dindmica nos interesa
estudiar:

I._._I(_cm)

CEW= ¢ oy ™ ™o o (7.11)

Dado que la direccion del vector {°™ es constante,

esto implica que los vectores y +van a estar conteni- o _
dos siempre en un mismo plano. Esto, en coordenadad™igura 7.2: Plano del movimiento bajo
esféricas, signi ca jar la colatitud . una fuerza central.
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Una vez determinado el plano al cual esta restringido el movimiento, podemos retomar el uso
de la base de versores polares para describir el movimiento, como hicimos en (4.1), con la direccion
&, la perpendicular a dicho plano. De esta manera, tenemos que

clm = ¢ e=a,; > constante. (7.12)

Una interesante consecuencia geométrica que de la conservacion sk puede observar cuando
se piensa en el area que cubre el vector posictdurante un intervalo de tiempodt. Dicha area
diferencial puede expresarse en términos del médulo del siguiente producto vectorial

~

1 .1 _ _
dA—Ejf- d1"j—§1° £dt —Z—dt, (7.13)

de manera que 4A . Kt +dt)

i (7.14)
Dado que’ es constante, esto implica que la rapidez
con que el vector de posicion barre un area, que es
justamente la derivada temporal que acabamos de es-
cribir, es constante.

Debemos destacar que estamos trabajando con una
fuerza central arbitraria, de manera que estas relacio- Figura 7.3: Diferencial de Area barrida
nes que acabamos de conseguir son validas para Cualpor el vector de posicion durante urlt.
quier fuerza centralF (r)@,. Veremos en la siguiente
seccién que esta propiedad tiene una gran relevancia

en el caso de Gravitacion.

(1)

7.1.3. Movimiento relativo

Ya hemos establecido que el movimiento ocurre restringido a un plano, de manera que en el
mismo vamos a establecer nuestra base de vectores polares para describir el movimiento. De lo
gue aprendimos en eCapitulo 1 , ya conocemos las expresiones que corresponden a los vectores
posicién (1.4), velocidad, (1.7) y aceleracion (1.10):

F=rtt,; &1, +r o ; E= b 12 0 (7.15)

donde hemos usado el hecho que la componefhitese anula, dado que

re+2r_= td ., _1d_

=ra "~ T ra (7.16)

Por esto mismo fue que en laeccion 4.1 conseguimos que la ecuacion de movimiento de interés
es solo la ecuacion radial

P= 1 2+ F(r): (7.17)
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Si usamos el hecho que

~

‘= r?2_=) _= 7 (7.18)
entonces podemos reescribir la ecuacion de movimiento como
N 2 <2 ~2 ~2
r2=r T2 = r 2743 = T3 =) = ﬁ"' F(r) | (7.19)

7.1.4. Potencial Efectivo y Energia Mecanica

Si escribimos la ecuacion de movimiento radial (7.19) usando el hecho que la fuerza es conser-
vativa y por tanto el gradiente de un potencial (7.7), entonces se tiene que

~ 2 _ 2 @V_ _ _ @M
= ?+ F(r)= — ar =) b= ar (7.20)
donde <
Vet (r)  V(r)+ T 5 (7.21)

es el llamadoPotencial Efectivo

Esta expresion tal vez no nos diga mucho en este momento, pero deberia ser facil darnos cuenta
gue hemos llegado a una ecuacion de movimiento con una sola variable y es, por tanto, equivalente
a la ecuacion de movimiento de una particula restringida a moverse en el lado no negativo de la
variable, estando sometida a una fuerza conservativa cuyo potencial\gs.

Si esto no convence del interés de de nir el potencial efectivo, consideremos la Energia Mecanica
de la particula sometida a una fuerza central. Ya indicamos al inicio de este capitulo que las fuerzas
centrales son conservativas y por tanto podemos de nir el potencidl(r), que recordemos que es
la Energia Potencial de la particula. De manera que si queremos determinar su Energia Mecanica
Total sélo nos queda calcular la energia cinética, usando (1.7):

1
K= £ e= - o +r g re, +r
2 (7.22)

I’_2+ 1‘ r 2_2: K(trasl:)+ K(rot:);

NIFRLNIE-

donde evidentement& (&) 1 y2y KoL) 2 2 2 perg justamente acabamos de relacionar

—con" en (7.18), de manera que podemos reescribir el térmiKd™) de la siguiente manera

N1 1 1 R | “2 . "2
K(mt') = E r2_2: E r 22 = E r 2 ﬁ = E r2 2p42 :) K(rOt') = ﬁ . (723)

Esto no es otra cosa que el término que le sumamos al potencial para de nir el potencial efectivo.
De manera que la Enrgia Mecanica Totdt de una particula sometida a una Fuerza Central es
1

E= 5 r2+ Vg (r) (7.24)
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Para nalizar, a rmamos que ésta es también una cantidad cantidad conservada (constante),
por lo que a partir de ella podemos analizar aspectos del movimiento sin necesidad de resolver la
ecuacion de movimiento (7.20). Ya volveremos al respecto en el caso concreto de Gravitacion.

7.2. Ley de Gravitacion Universal

Hasta los momentos, hemos hablado de las fuerzas sin preguntarnos qué origina esta interac-
cion y cudl es su naturaleza. En el caso del peso, hemos tratado el caso simpli cado de pensar
solamente en términos una fuerza que expresamos proporcional a un vector constagtejue es
la aceleracion de la gravedad, y que depende de la masa del objeto estudiado. Dicha aceleracion
hasta ahora la hemos asumido como una cantidad obtenida de manera fenomenoldgica, como el
resultado de mediciones hechas en la super cie de la Tierra, sin preocuparnos muchos acerca de
una caracterizaciéon mas completa.

En esta seccién vamos a dedicarnos a estudiar en detalle la gravedad, analizando la Ley de
Gravitacion Universal de Isaac Newton, quien la establecio en la segunda mitad del siglo XVII,
incluida en su obraPhilosophiae Naturalis Principia Mathematica , publicada en 1686, y que
constituye uno de los hitos cienti cos mas importantes. Iniciaremos con una breve resefia historica
gue pasea por los trabajos de grandes cienti cos como Aristarco de Samos (310 a.C. - 230 a.C.) en
la Antigua Grecia hasta los trabajos del siglo XVIy XVII de Nicolas Copérnico (1473-1543), Tycho
Brahe (1546-1601), Galileo Galilei (1564-1642), Johannes Kepler (1571-1630) como, por supuesto,
del propio Isaac Newton (1642-1727). Luego de ello pasaremos a enunciar las Leyes de Kepler y
relacionarlas con los resultados que hemos obtenido para fuerzas centrales y asi enunciar la Ley de
Gravitacidon Universal. Seguidamente, discutiremos el Potencial Gravitatoria y la energia mecanica
de un sistema bajo la in uencia de este tipo de fuerza, lo cual nos permitird discutir acerca de
conceptos como velocidad de escape. El capitulo se cierra con la discusion de Orbitas y la cuestion
de los satélites.

7.2.1. Un poco de Historia

Modelo Geocéntrico:  Vision del universo predominante en el mundo antiguo, en civilizaciones
como los babilonicos. En la Antigua Grecia, modelo imperante desde la era presocratica. En el siglo
VI a.C., Anaximandro de Mileto (>Anaxbmandy@ropone un modelo cosmoldgico con la Tierra en
el centro del universo. Escuelas platonica y aristotélica mantienen el modelo geocéntrico.

Claudio Ptolomeo KlaOdioc Ptolema@jctrabajo en el siglo Il en la Biblioteca de Alejan-
dria, Egipto, donde escribié stAlmagesto (originalmente Majhmatik™ SOntaxic, luego<H Meg’lh
SOntaxig, tratado astronémico en 13 volimenes basado en trabajos previos de Hiparco de Nicea
(lppargoc & NikaeOg Contrario a Platén y Aristoteles, Ptolomeo era un empirista y basé su
modelo cosmoldgico en los datos astrondmicos disponibles. Supera el modelo de 6rbitas circulares
platénico y aristotélico (esferas celestes) para usar epicicloides, las llamadas esferas anidadas.
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Figura 7.4: Modelo Geoceéntrico: De izquierda a derecha, Anaximandro, Claudio Ptolomeo y Esferas
Celestes.

Modelo No Geocéntrico:  El Iésofo y matematico pitagorico del siglo V a.C. Filolao Fili-
laoc) propuso un modelo no geocéntrico del universo en el que en el centro del universo hay un
fuego central alrededor del cual giran el Sol, la Tierra y los planetas en un movimiento circular.
Modelo Heliocéntrico:  El primero del que se sabe que propuso un modelo en el que el
Sol esta en el centro del Universo es Aristarco de Samo#iPstarqoc & S"mid¢ quien vivié en
el siglo Il a.C. También desarroll6 gran parte de su trabajo en la Biblioteca de Alejandria. Su
propuesta la hizo luego de determinar que el Sol es mucho mas grande que la Tierra a partir
de observaciones de la Tierra, Luna y el Sol. Sus observaciones son contemporaneas con las de
Eratostenes de CireaXEratosjénhc & Kurhna@dcquien calculd la circunferencia de la Tierra. No
se han conseguido copias de sus trabajos originales y se cree que se perdieron en algunbo de los
incendios de la Biblioteca de Alejandria. Su modelo heliocéntrico se conoce de las citas que sobre
él hacen Plutarco y Arquimedes.

Figura 7.5: Aristarco de Samos. Transcripcion de un texto atribuido a Aristarco.

En 1506, Nicolds Copérnico (Miko?aj Kopernik, 1473-1543) empieza a escribir su lilde
revolutionibus orbium coelestiun{Sobre las revoluciones de las esferas celestes), el cual termina en
1531. Publicado en 1543 luego de su muerte, es considerada la obra fundadora de la astronomia
moderna y es una pieza clave en la revolucion cienti ca que caracterizé al Renacimiento.
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Figura 7.6: Nicolas Copérnico y siDe revolutionibus orbium coelestium

Sus pasos fueron seguidos por grandes personajes como Giordano Bruno (1548-1600), quien
hizo mejoras al modelo copernicano al argumentar que el Sol es simplemente una estrella mas y
plantear la existencia de muchos mundos en el universo, y Galileo Galilei (1564-1642), quien realizd
numerosas observaciones astrondmicas de la Luna, Jupiter y sus lunas, asi como de las estrellas
con el recién inventado telescopio (1590). En 1632, Galilei publicaBialogo sopra i due massimi
sistemi del monda(Dialogo sobre los principales sistemas del mundo), a veces referido simplemente
comoMassimi sistemi Ambos fueron enjuiciados por la Iglesia Catolica a través de la denominada

Santa Inquisicion.

Figura 7.7: Giordano Bruno, enjuiciamento por la Santa Inquisicién y posterior quema en la ho-
guera.
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En el caso de Giordano Bruno, fue apresado en Venecia el 23 de mayo de 1592 y trasladado
a Roma el 27 de enero de 1593, fecha en la que es encerrado en el Palacio del Santo O cio del
Vaticano. Tras un largo juicio, dirigido por el cardenal Roberto Belarmino, fue nalmente ejecutado
el 17 de febrero de 1600 al ser quemado vivo en el Campo de’ Fiori, Roma.

Por su parte, a Galileo Galilei, a pesar de contar con la preteccion del papa Urbano VIl y
del gran duque de Toscana, Fernando Il de Médici, también se le abre un proceso de la Santa
Inquisicion, dirigido por el tristemente célebre cardenal Roberto Belarmino, beati cado en 1923,
canonizado en 1930 y declarado Doctor de la Iglesia en 1931 por el papa Pio XI, recordado junto
a su sucesor Pio XllI por su apoyo a los regimenes fascistas de Italia y nazi de Alemania. El juicio
contra Galilei conlleva nalmente a una condena a prision, que luego es conmutada a arresto
domiciliario de por vida. Galileo cumple la sentencia en su casa de Florencia desde diciembre
de 1633 hasta 1638, cuando recibe autorizacion, luego de perder completamente la vista, para
trasladarse a San Giorgio, donde permanece hasta su muerte. En 1936 Galilei termina de escribir
su Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove sciengBiscurso y demostracion
matematica, en torno a dos nuevas ciencias) el cual es publicado en publicado en 1638. Este libro es
considerado como el inicio de la mecénica como ciencia moderna y el cierre de la fisica aristotélica,
hasta entonces imperante.

Figura 7.8: Galileo Galilei, su enjuiciamiento por parte de la Santa Inquisicion y uno de sus dibujos
de las fases de la luna.

Dos guras centrales en el desarrollo de nuestra concepcién actual del Sistema Solar lo constitu-
yen Tycho Brahe (Thyge Ottesen Brahe, 1546-1601), el ultimo de los grandes astronomos previos
al descubrimiento del telescopio, y Johannes Kepler (1571-1630), contemporaneo de Galileo Galilei.
Brahe se dedicO a actualizar las tablas astronOmicas existentes para su época luego que en 1563
se diera cuentas que muchos datos predecian eventos astrondmicos con errores de dias e incluso
meses (como la conjuncién de Japiter y Saturno de ese afio). En particular, Brahe fue el primer
en percatarse del problema que representa la refraccion de la luz, elaborar una completa tabla y
corregir sus medidas astrondmicas de este efecto.

Por su parte, Kepler publicé en 1596 sMisterium Cosmographicumdonde presentd un modelo
platénico del Sistema Solar. En 1600, acepto la invitacion de Brahe para trabajar con él en Pra-
ga, capital del Reino de Bohemia (actualmente en la Republica Checa), parte del entonces Sacro
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Imperio Romano Germanico. Luego de la muerte de Brahe, Kepler hereda todas las tablas astro-
némicas que éste habia elaborado durante décadas y empieza a trabajar en describir el movimiento
planetario del Sistema Solar, estableciendo sus tres leyes de movimiento, las cuales publica en 1609
en su obraAstronomia Novay que presentamos en |&eccion 7.2.2 . Sus depuracion y analisis de

los datos astrondmicos de Brahe los publica en 1627 en $abulae Rudolphinelas cuales utiliza
junto a sus leyes del movimiento planetario para predecir el transito de Venus de 1631.

Figura 7.9: Tycho Brahe (izq.), Johannes Kepler (der.) y un monumento a ambos en la ciudad de
Praga.

7.2.2. Leyes de Kepler

A principios del siglo XVII, Johannes Kepler public sus tres leyes empiricas para describir el
movimiento de los planetas alrededor del Sol. Dichas leyes fueron obtenidas luego de un minucioso
analisis de los datos que por afios habia recopilado el astronomo danés Tycho Brahe, con quien
éste trabajo en Praga.

Las leyes de Kepler son las siguientes:

| Ley: Los planetas se mueven en orbitas elipticas, con el Sol en uno de sus focos.

Il Ley: La linea que une un planeta con el Sol barre areas de la elipse iguales en tiempos
iguales.

[l Ley: EIl cuadrado del periodo de revolucion de los planetas es proporcional al cubo del
radio orbital medio.

Aunque las leyes de Kepler fueron enunciadas para nuestro Sistema Solar, veremos que éstas
puedes extenderse a otros sistemas en el que tengamos nuestro centro de fuerza gravitacional en
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uno de los focos de la elipse. Vamos a ilustrar esto brevemente con un ejemplo de la aplicacién de
la Il Ley .

Ejemplo 7.1. Dos planetas de masas; y m, orbitan alrededor de una estrella de madd.. El
planeta de masan; sigue una Orbita circular de radioR; y tiene un periodo orbitalT;, mientras
que el planeta de masmn, una orbita eliptica y su radio orbital minimo ek, = R1, mientras que
el maximo esR, = 3R;. ¥%Cudl es el periodo orbital del segundo planeta?

Resolucion: Lo primero que hacemos es
calcular el radio orbital medioR, del segun-

My - do planeta:
e RN
PR 1 3R; + R
p . Ro= S(Ra+ Ry = ¥R _op.
/// - m]_\\\ 2 2
; ) R De lalll Ley de Kepler , que sefala que
! At * me indica que los cuadrados de los periodos
Ra | Y } orbitales son proporcionales a los cubos de
3 N // sus radios orbitales medios, tengo que
\\ \\\;,_///// 2 2
\\ // Tl T2 .
. I B3 - p3
R: ™ R}
el Sustituyendo, obtengo
Figura 7.10: Dos planetas orbitan alrededor de S — S 3 0
R 8R 5
una estrella. T, = _g T,= —1T,=2 2T;:
R3 R3

Ahora vamos a usar lall Ley para conseguir un resultado relacionado con uno de nuestros
planetas vecinos:

Ejemplo 7.2. El radio orbital medio Rom de Marte es aproximadamenté el de la Tierra. %Cudl
es el periodo orbital marciano?

Resolucion: Dado que lalll Ley establece que
TZ
3
Rom
y que esa constante es la misma para todos los planetas, podemos directamente igualar ese cociente
para la Tierra y para Marte, de manera que

= cte:;

v
u 3 r
T Ri b 37R s
3 2

R~ RY

N |

:) TM = TT 1, 84TT .
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Si revisamos los datos disponibles en Teabla 7.1 , el radio orbital de Marte es 1,52366231
veces el radio orbital medio de la Tierra, mientras que el periodo marciano £8808476afios.
Respecto a nuestro resultado, el error que hemos cometido al aproximaiRgl, de Marte a 1,5
veces el de la Tierra es de apenas el 2,4%. Si usamos en cambio el valor de la mencionada tabla,
entonces obtendremos que el periodo orbital marciano es 1,8807587334 afios, lo cual reduce el error
hasta apenas el 0.01 %.

7.2.3. Elipses: Un breve repaso

Acabamos de enunciar que las érbitas del mo-
vimiento planetario son elipses, con el Sol en uno
de los focos. Por ello, vamos a repasar algunos
conceptos y aspectos relacionadas con estas cur-
vas. Las elipses forman parte de las denominadas
conicas, que son las curvas que se obtienen de la
interseccion entre un plano y una super cie coni-
ca, tal como se muestra en leigura 7.11 . La pri-
mera de nicién de estas curvas generalmente se le
atribuye al gebmetra y astronomo griego Apolo-
nio de Perga fApoll nioc & Perga@o¢ 262-190 a.
C.), por su obraSobre las secciones conicaSin
embargo, otros autores re eren a MenecmadVig-
naigmoc380-320 a.C.), discipulo de Platon, como Figura 7.11: Secciones Conicas: Parébola,
el primero en estudiar estas curvas. Circulo, Elipse e Hipérbola.

Vamos a centrarnos en las elipses y para ello vamos a recordar la de niciébn de un circulo
como la curva formada por todos los puntos equidistantes de un punto especi co, llamado centro.
Anélogamente podemos de nir la elipse: es la curva formada por todos los puntos tales que suma
de la distancia respecto a dos puntos especiales, llamados focos, es constante.

NF1) origen a un punto de la elipse se denomina el

d(p; F2)
F o C Fon 4 Semieje mayory lo denotamos por la letra
F» O F1
max d(O; p) = a; (7.25)
mientras que la distancia minima se denomina

el semieje menor y esta denotado por la letta

P d(p; D) EnlaFigura7.12 hemos dibujado una elip-
: D se centrada en el origen, cuyos focos hemos de-
nominado F; y F,. La distancia maxima del

Figura 7.12: Elipse mn d(O;p) = b: (7.26)
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Otro elemento importante en la descripcion es la distancia que hay del origen hasta los focos:
d(O;F1) = d(O;F2) = c; (7.27)
de donde es directo darse cuenta quiFi; F,), denominadadistancia focal estd dada por
d(Fy;Fp) =2c: (7.28)

Estos segmentos cumplen una relacion cuadratica dado que podemos observar que el semieje
menos Yy la distancia al foco forman un triangulo recto cuya hipotenusa tiene longitud igual al
semieje mayor. Por lo tanto, se cumple que

P+ = a: (7.29)

Sinos jamos en laFigura 7.11 , el circulo y la elipse son las dos curvas conicas cerradas. Esto,
junto al hecho de que el circulo es el caso especial para el que el plano de corte es paralelo a la
base del cono, deja claro que el circulo puede pensarse como un caso particular de una elipse. Una
medida de diferencia entre circulo y elipse lo constituye la excentricidad, generalmente denotada
por ". Esta se puede de nir como

r

= 1

Ez : " 2(01): (7.30)

DO

Para las cénicas, se tiene que los intervalos de excentricidad son

Circulo: " =0; Elipse: 0<"< 1;

7.31
Parabola: " =1; Hipérbola: "> 1 ( )

Para nuestra de nicion de elipse hicimos mencion de que la suma de las distancias de los focos
a cualquier punto de la elipse es una cantidad constante. Siguiendo nuestra notacion, podemos
decir que, para cualquier puntg de la elipse, se cumple que

d(Fy;p) + d(F2;p) = 2a: (7.32)

Esta relacién es directa de demostrar si consideramos algun de los puntos que hemos denotado por

d(Fy;rmn )+ d(F2;rm ) =(a €+ (c+ a)=2a: (7.33)

Otro elemento importante relacionado con la elipse es la denominadigectiz, que es una recta
paralela al semieje menor asociada a cada uno de los focos. Para dicha recta se cumple que

d(F1;p)
d(p; D)

lo cual permite otra posible de nicion de una elipse. Se puede demostrar que esa constante no es
otra cosa sino la excentricidad, de manera que

d(Fsp) _ ..
d(p:D) ~

= const: 8p: (7.34)

8p: (7.35)
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Si denotamos pord la distancia minima entre la elipse y la directriz, entonces

=2 % Gonde d mn d(p;D): (7.36)
d 8p
De la expresion anterior, vemos que podemos escridicomo
9
a c=a a'=al ") = a(l "
Lac 5 g= 20 (7.37)

Vamos ahora a escribir la ecuacién de una elipse, con origen@rEn coordenadas cartesianas
tenemos que

X2 y2
—+ ==1; 7.38
21 (7.38)

mientras que si usamos la ecuacion paramétrica
X =acos; Yy = bsen; (7.39)

tenemos en coordenadas polares que
"y ; . # 4 v 2 :
co se e

()= + | a r()= ; 7.40
() ot ()= Py (7.40)

Sin embargo, para lo que nos interesa en el presente capitulo, necesitamos escribir la ecuacién
con origen en uno de los focos. Asi, tenemos que en coordenadas polares la ecuacion de la elipse
es:

_oal "y,

Fio r()= ———=—< F2: ()

_a@l "y _a@l "y
1+ " cos - % O s

- 7 7.41
1 "cos 1 "cos ( )

La cantidad a(1 "?) esta relacionada con la longitud ddhatus rectum denotado porl, que es el
segmento de linea paralelo a la directriz que pasa por el foco. Dicha longitud es

l=2a1 "?: (7.42)

Con esto podemos denotar dos puntos importantes en la trayectoria como lo son el pericentro
y apocentro de una Orbita eliptica. Para la fuente gravitacional ubicada dfy, se tiene que

al "3 _al @+ _

Pericentro:  r( =0)= . - C= Iy
1 * np2 1||+ n (743)
al ") _al ")@a+") c
Apocentro:  r( = )= 1 - 1 :a1+5 = a+c=r,:

En el caso de una orbita alrededor del Sol, se denominan afelio y perihelio, mientras que para las
orbitas alrededor de la Tierra se llaman apogeo y perigeo, respectivamente.
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Ya hemos presentado el concepto de Radio Orbital Mediryy , que no es mas que el promedio
del radio maximo y minimo. Es directo darse que cuenta que:

lax + T c+a)+(a c 2a
Row = e fm = XA 92 o [Roy = a] (7.44)

Dado que podemos escribul(O; F;) en términos dea y r, segun:

ra+ rp r_ra+rp 2ry, _ra Ip.

c=a fIp= = = ; 7.45
P 2 P 2 2 (7.45)
entonces podemos escribir la excentricidad como
ra T
"= 2P (7.46)
Por altimo, el area de una elipse es

Si usamos la de nicion de excentricidad (7.30) y la relacion (7.29) para reescribjrentonces
03 "o P——

"2=1 = = a®=a =) K=a1l "> =) b=a "2, (7.48)
por lo que podemos reescribir (7.47) como
p——
Agipse = a2 1 "2: (7.49)

7.2.4. Ley de Gravitacion de Newton

Las Leyes de Kepler le dieron el soporte fenomenoldgico para que Newton pudiera formular su
Ley Universal de Gravitacion. En su momento, poder darse cuenta que la misma ley fisica que
gobernaba la caida de los objetos en la Tierra era la misma que podia explicar el movimiento de
los planetas alrededor del Sol fue un paso gigante y un gran triunfo del pensamiento cienti co. La
fuerza de gravedad que sienten dos particulas de masasy m, es una fuerza atractiva y esta
dada por

&, (7.50)

dondeG =6;673 10 *m3kg 's 2.

Esta expresién también es una buena aproximacion para la fuerza gravitacional entre dos cuer-
pos extendidos cualesquiera cuando la separaciéantre sus centros de masa es lo su cientemente
grande en comparacién con sus dimensiones. De esta manera, la interaccion gravitacional de los
planetas con el Sol puede escribirse como

0, : (7.51)
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dondem, es la masa del planetaMs = 1;989 10°*°kg la masa del Sol yr la distancia que los
separa.

Nuestro Sistema Solar tiene 8 planetas: Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano
y Neptuno, y 5 planetas enands Ceres, Pluton, Haumea, Makemake y Eris. En las siguientes tablas
se presentan algunos de los datos astrondmicos mas relevantes de nuestro Sistema Solar

Tabla 7.1: Datos de los Planetas del Sistema Solar

Planeta Masa (Kg) | Radio (Km) Rom (Km) T (afios)
Mercurio | 3;302 10 2.439,7 5,7909175 10’ | 0,2408467| 0,2056
Venus | 4,8690 10° 6.051,8 1,0820893 1¢° | 0,61519726 0,0068
Tierra | 5,9742 10 6.371 1,4959787 1¢° | 1,0000174| 0,0167
Marte | 6;4191 107 3.389,5 2,2793664 10° | 1,8808476| 0,0934
Jupiter | 18987 10/ 69.911 7,7841201 10° | 11,862615| 0,0484
Saturno | 5;6851 107 58.232 1,4267254 10° | 29,447498| 0,0542
Urano | 8;6849 107 25.362 2,8709722 10° | 84,016846| 0,0472
Neptuno | 1;0244 10°° 24.622 4,4982529 10° | 164,79132| 0,0086

Tabla 7.2: Datos de los Planetas Enanos del Sistema Solar

Planeta Masa (Kg) Radio (Km) | Roy (Km) | T (afios)
Ceres 9,5 10° 471 4,137 1C¢° 4,599 0,080
Plutén 1,3 10% 1.185 5,90638 1C° | 247,92065 0,24880766
Haumea | (4,2 0,1) 10% 575 6,484 10¢° 285,4 0,18874
Makemake 4 107 750( 200 6,850 1¢° 309,9 0,159
Eris 1,7 107 1,163 ( 6) 1,021 109 557 0,44177

Ejemplo 7.3. Se desea enviar una nave especial a la Luna. Para ahorrar combustible, se plantea
gue el lanzamiento se plani que de manera de llevar a la nave hasta el punto en que la propia
atraccion gravitacional de la Luna se encargue de terminar de acercar la nave. Determine dicha

distancia.

Figura 7.13: Sistema Tierra-Luna: Distancia con fuerza gravitacional neta cero.

1Hay un candidato a planeta enano, llamado Sedna.
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Resolucion:  Si queremos que el acercamiento nal de la nave sea debida a la atraccion gravi-
tatoria de la Luna, debemos encontrar la distancia a la cual hay equilibro, es decir, la distancia en
la que las fuerzas gravitacionales debido a la Tierra y la debida a la Luna se igualan sus médulos:

FT+F|_:O:) Fr= F_:
Utilizando los términos adecuados e(i7.50), tenemos que
mM+ _ mM
r2 (Rre 1)?
Mt (RtL r)zz MLr?;

M+ R%L 2Rt r + r2 = MLrZ;
(Mt M)r?2 2M{Rqr+ MtR2 =0:

De esta Ultima expresion obtenemos las siguientes dos raices:

oMy pMTMLR _
= Mr M, TL -

Dado que la raiz con signo positivo nos va a dar una distancia mayor a la que separa a Luna
de la Tierra, entonces la respuesta es

M Peew
= Mr M, TL -

Si tomamos en cuenta qu#&, 0;01M+, se tiene que = 0;91Ry, .

Para complementar la informacion que obtuvimos en el ejemplo anterior, vamos a listar algunos
datos relevantes de la Luna:

Masa (Kg) | Radio (Km) | Roy (Km) | T (dias)
7,3477 10 1.737,1 384.399 | 27,32158 0,0549

7.2.4.1. Leyes de Kepler y derivacion de la Fuerza Gravitacional

Veamos el porqué las Leyes de Kepler implican que la fuerza gravitacional es de la forma (7.50).
En primer lugar, como ya vimos en |&eccion 7.1.2, el hecho de que la velocidad de barrido de
area de los planetas sea constante, como lo establec# leey es un indicativo de que la fuerza
es de tipo central. Recordemos que en dicha seccion llegamos a la expresion (7.14):

dA

at 2 -
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En segundo lugar, del hecho que la las trayectorias sean elipses, con el Sol en uno de los focos,
como lo establece la Ley , podemos conseguir de forma bastante directa que la funcibifr) de
la fuerza central es 1

FO L 5 (7.52)

Esta derivacion de la forma funcional (7.52) la pueden consultar endaccion 1.4.1 (pags. 13
y 14) de [6], asi como en laseccion 6.3 de [11]. A continuacion vamos a presentar los célculos
detallados.

Recordemos que si se trata de una fuerza central, de las relaciones (7.15), tenemos que

9
F=F(r)a, =

b= v r2a F=mt=) F(N=m&#® r2: (7.53)

Como ya tenemos la ecuacion de la trayectoria, podemos usar la expresion de la elipse (7.41) para
calcular ¥. Empecemos por calcular, tomando que la fuente gravitacional esta en el fodey:

dr() _d "
r= == — = — sen _
- dt dt 1+ "cos (1+ " cos )?
. . (7.54)
2 n
= —"sen —— = — sen:
mr? m
Ahora procedemos a calcular:
dr d n n n N n 2
p= —=— —Sen = — C0S —= — COS = COS: 7.55
dt dt m m m mr 2 m2r2 ( )
Para el segundo término de la aceleracion radial, es directo ver que
) 2 2 2
r<=r — =r—57= —5=: 7.56
mr 2 m2r4  m?r3 (7.36)
Por lo tanto, tenemos para la expresion (7.53) que:
n 2 N2 N2
F(r)=m cos = "cos —
() m2r2 m2r3# mr 2 r
o o o (7.57)
= " cos = " cos 1+ "cos)|= ;
mr 2 — mr 2 [ ( ) mr 2
1+" cos
por lo que hemos conseguido que efectivamante
K "2
F(r)= —; donde K —: 7.58
M= 3 - (7.58)

Para nalizar, veamos la relacion entre ldll Ley de Kepler vy (7.50). En el caso sencillo de
la drbita circular, el andlisis se encuentra en detalle en eccion 1.4.2 (pags. 15y 16), mientras
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gue el caso general esta trabajado en $&&ccién 6.5 de [11]. Vamos a reproducir ambos casos a
continuacion.
Consideremos una 6rbita circular, en cuyo caso, a partir de (7.51), tenemos que

mpMs _ s mpMs
R? =m, R R! =) G R?

Dado que el periodo es inversamente proporcional a la frecuencia, entonces

G

= myR!'? =) GMg=R3Z (7.59)

2 2 R3 GM
— — 3 — — S .
=) GM.=R - =) T

(7.60)

Para una orbita eliptica, el camino para la demostracion es distinto y debemos usar lo que
aprendimos en laseccion 7.2.3 sobre elipses. Empecemos por usar las relaciones (7.51) junto a
(7.41) y (7.58):

N2 2 9
F (r) = 2 = n § \2
mp 1 mea(l "2)r2 _ _ ~MpMs
_) wo\ L2 2 ’ (761)
GmpMS 2 mpa(l ) r
= 5 ,
de donde es directo despejdr "2:
N2 N2 N2
mpMs n2
- — = Gm-M. =) 1 = . (7.62
mpa(l  "2)r? r2 ) mpa(l "2) pMs =) Gm2M;a (7.62)
De esta manera, usando la expresion (7.49), tenemos que
P—0s > T2 T 1
Aeipse = @2 1 "2= a2 —— = gz — 7.63
elipse GmMsa © m, GM, (7.63)

Ahora vamos a usar el resultado (7.14) e integrarla en para cubrir todo el area de la elipse, que
es justamente lo que sucede durante un periodo

dA _ Integrando ) 2m

— = Acipse = =T =) T = Adlipse——: (7.64)
dt 2m elipse 2mp elipse
Si sustituimos en esta expresion nuestro resultado anterior (7.63), obtenemos que
r S
3 1 2m as
T= az— —r= ; 7.65
“my GM; GM, (7.65)
por lo que nalmente tenemos que
122 2R3 (7.66)
- GMS OM - '
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7.2.5. Energia y Potencial Gravitacional

Ya discutimos el potencialV (r) para el caso general de fuerzas centrales enskccion 7.1
justamente cuando introdujimos formalmente el concepto de una fuerza central. De la expresion
(7.6), y usando la expresion de la Fuerza Gravitacional (7.50), es directo darnos cuenta que

V(ir)= G

+ Vo (7.67)

dondeV, es la constante que se indica en (7.6) y que falta por ser jada. Para ello, usaremos la
convencién de tomar que V(r) cumple que

rI!rln V(r)=0 vy !!mOV(r)!l ; (7.68)

de manera que nalmente tenemos que

msms;
—
Respecto a la energia mecanica, el caso general lo tratamosseccion 7.1.4, donde intro-

dujimos el potencial efectivo,Vg (r). De esta manera, usando (7.69) en (7.24) y recordando que

estamos en el caso que m;,, se tiene que

virn= G

(7.69)

m: m ~2
12I

. Pmir? (7.70)

1 2
= —mqr G
2 1

Como dijimos en su momento, la relacién (7.24) nos permite analizar aspectos de interés del
movimiento de la particula sin necesidad de resolver la ecuacion de movimiento. En el caso de
gravedad, nos va a permitir cantidades interesantes, como lo son los puntos de retorno en la
trayectoria del objeto. Para ello, haciendo la analogia con el punto de retorno que implica la altura
maxima en un lanzamiento vertical, ac4 podemos proceder de manera analoga y establecer que los
puntos de retorno seran aquello en los que la energia cinética traslacidgél®s") sea nula. De esa
manera, tendremos que

mim, Y2 mim, T2
E= G + =) E+G =0; 7.71
r 2mq r2 ) r 2m;r2 ( )
de donde se obtiene una ecuacion cuadratica
2mr’E+2Gmimyr "2 =0: (7.72)

2mqr2

Si la particula tieneE < 0, entonces la anterior ecuacién tiene dos raices, que Sergn Y I ax
y se cumple que

r(t): rmm () rmx ;. 8t: (Orbita Acotada) (7.73)

Como comentario adicional, vale sefialar que el hecho que la 6rbita sea acotada no necesariamente
implica que ésta tenga que ser periodica.

Para el casoE > 0 hay un sélo punto de retorno y la particula puede escapar al in nito.
Finalmente nos queda el caso frontera, que separa las orbitas acotadas de las no acot&das).
Para este caso, la particula puede (apenas) escapar y llegaal  con velocidad nula. A este
caso vamos a dedicarle unas lineas mas.
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7.2.5.1. Velocidad de Escape

Acabamos de indicar que cuand& = O, la particula justo logra llegar ar ! 1 , pero con
velocidad nula. Este caso justamente se usa para de nir Melocidad de Escape . Escribamos
nuevamente la expresion de energia, pero escribankossin separar la parte traslacional de la
rotacional:

1 mim, 1 2 mi My
=-—mtet G =-myv° G : 7.74
5 ms —2=2m r (7.74)
SiE =0, entonces )
1
1 m; m 2Gm
Emlvgz G 1r 22) | Ve= : 2 (7.75)

donde recordemos qum, es la masa detentro de fuerzaque en este caso seria el planeta o cuerpo
celeste del que se desea escapar.

Ejemplo 7.4. Determine la velocidad de escape de la Tierra.

Resolucion: Para determinar la velocidad de escape de la Tierra debemos usar la expresion
(7.75), tomando la masa de la Tierra y su radio:
r—
v = 2GM+t
er — RT )

Dado queMt =5;9742 10**kg y Rt = 6;371km se tiene que para la Tierra
km

Dado que la velocidad de escape depende de la constante universal de gravitaGiédebemos
tener su valor a mano. Por ello, puede resultar de interés calcular velocidades de escapes en términos
de otras. Conocida una velocidad de escape y conociendo la relacion entre los radios y masas de
los planetas, se puede determinar una velocidad de escape en términos de la conocida. Veamos el
ejemplo de nuestro vecino Marte.

Ejemplo 7.5. Determine la velocidad de escape en término de la velocidad de escape de Tierra.

Resolucion: Empezamos por escribir las expresiongs.75) correspondiente a cada planeta:

' 2GM 2
— T 3 r
V = —_— = N
7 r Rt :) Vg’v' = Z%I\JM = Mm Rr :) V. = M_Mﬁv .
_ 2GMy 3 Vi &M Mt Ry . Mt Ry
VeM - RM ! T

Si introducimos los datos respectivos, encontraremos que la velocidad de escape de Marte es
5,02 K2, que es 45% la de la Tierra.
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Tabla 7.3: Velocidades de Escape de algunos cuerpos celestes

Cuerpo | Tierra | Luna | Venus | Marte | Jupiter | Europa | Ganimedes| Sol
Ve (Km/s) 11,2 | 2,38 | 10,4 | 5,02 59,5 2,03 2,74 617,5
Ve=Ve, 1 0,21 | 0,92 | 0,45 5,32 0,18 0,24 55,18

Por ultimo, podemos considerar la velocidad de escape del Sistema Solar, un célculo que en
principio pudiera parecernos bastante complejo de realizar. Después de todo dijimos anteriormente
gue tenemos al Sol, 8 planetas y 6 planetas enanos. Sin embargo, veremos que si usamos lo que
hemos aprendido en las ultimas semanas, podemos conseguir un resultado de manera sencilla y
rapida.

Ejemplo 7.6. Se quiere enviar una sonda fuera del Sistema Solar. Determine la velocidad de
escape del mismo.

Resolucion: En principio, este problema pudiera parecer complicado de resolver, sin embargo,
recordemos que el Sol es el centro de fuerza alrededor del cual giran los planetas y es que justamente
es el cuerpo celeste con mayor masa en nuestro Sistema Solar. Si buscamos los datos, veremos que
el Sol tiene una masa de 332.950 veces la de la Tierra. El planeta mas masivo de nuestro vecindario
es Jupiter, cuya masa es de 318 veces la de la Tierra. Por ello, la velocidad de escape que debemos
calcular es la del Sol, por lo que usarembks en (7.75). Queda todavia por responder cual distancia
r usar. En los casos anteriores hemos usado el radio del planeta, pero para este caso, ¥cual usar?
Dado que se quiere es lanzar una sonda desde Tierra, entonces la distancia debe ser el radio orbital

medio de la Tierra alrededor del Sol. De esta manera, debemos calcular

r
_ 2GMs

VeSSO| - RTS

Si usamos los datos disponibles, conseguiremos gue, =42;1%".

Como un comentario nal respecto al ejemplo anterior, hay que destacar que la cantidad anterior
es casi cuatro veces la velocidad para escapar del campo gravitatorio terrestre y es lo su ciente-
mente grande como para que para enviar una sonda fuera del Sistema Solar, como se hizo con las
sondas Pioneer o Voyager, se utilizan otros métodos, como la catapulta gravitatoria, pero que no
detallaremos en este curso.

7.2.6. Orbitas y Satélites Arti ciales

En general, el término Orbitas se re ere a las soluciones de la form@) de la ecuacion de
movimiento bajo una fuerza central (7.19). En este curso no pretendemos estudiar a fondo el
cdmo obtener esas trayectorias mediante la denomina8armula de Binet [11], sino que vamos
a estudiar algunos casos puntuales de orbitas de satélites arti ciales alrededor de la Tierra asi
como la denominadalrbita de Transferencia , también denominadaOrbita de Hohmann-
Vetchinkin
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7.2.6.1. Orbitas de Satélites Arti ciales

El 04 de Octubre de 1957 es lanzado desde el Cosmédromo de Baikakas(nodrom Ba kon yr ),
en la entonces RSS de Kazajistan, URSS, el primer satélite arti cial, Broste xi Sputnik-1
(Satélite Elemental-1). Usando un cohete R7 modi cado, el 8K71PS, se tratdé del primer lanza-
miento para colocar en érbita alrededor de la Tierra un objeto hecho por el ser humano. El satélite,
una esfera metalica de 83,6Kg y un diametro de 58cm con antenas de 2,4 y 2,9 m, estuvo orbi-
tando nuestro planeta durante 92 dias hasta desintegrarse en la atmdsfera a su reingreso. Sputnik
transmitié datos hasta el 26 de octubre, luego de completar 326 oOrbitas, momento en el que sus
baterias se agotaron. En total dio 1440 vueltas alrededor de la Tierra, es decir, una vuelta cada
39'7,8.

Figura 7.14: Sputnik-1: Infografia, fotografias del original y de la réplica en el sitio de lanzamiento
y estampilla soviética por el 10 Aniversario de su lanzamiento.

El lanzamiento del Sputnik-1 marcé el pistoletazo de salida no sélo de la llama@arrera Es-
pacial entre la URSS y los EEUU en el marco de la Guerra Fria, sino que permitié importantes
avances tecnologicos con el desarrollo de la industria de satélites arti ciales. Los satélites pueden
clasi carse segun su nalidad como satélites de observacion meteorolégica, comunicacion, de na-
vegacion (p.ej. sistema GPSGLONASS vy Galileo), de observacion astronémica (p.ej. telescopio
Hubble), militares (p.ej. de reconocimiento o con armas) y estaciones espaciales (p.ej. la pionera
Mir vy la actual EEI).

Aunque la érbita del primer satélite fue de tipo eliptica y con una inclinacion dé5 respecto
al plano ecuatorial, la mayoria de los satélites arti ciales se encuentran orbitando alrededor de la
Tierra en trayectorias circulares alrededor de la zona tropical. Vamos a empezar a discutir algunos
casos de este tipo de orbitas. Como veremos a continuacion, hay algunos célculos preliminares de
éstas que podemos hacer con lo que hemos aprendido hasta el momento, mas no asi lo relativo a
su lanzamiento con el uso de cohetes.
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Orbitas Circulares

Para una orbita circular sobre la region tropical, podemos encontrar rapidamente la relacion
entre su periodo y su altura respecto al nivel del mar. Para ello, podemos utilizar los resultados
gue ya obtuvimos cuando analizamos ldl Ley de Kepler , cambiando en (7.60) la masa del Sol
Ms por la masa de la TierraM+:

R®  GMry
T2~ 427
Dado que indicamos que estamos interesados cono-

cer la relacion entre el periodo y la alturdn, de la
oOrbita, escribimos

(7.76)

(RT+h0)3_ GM+
T2 427

(7.77)

donde hemos usad® = Rt + h,. De esta expresion
es directo despejar el periodo como funcion te:

S——
(Rt + hy)
= + — :
T(h)=2 (Rr+hy) o (7.78)
Si de nimos g, . . . o
Figura 7.15: Diagrama de los tipos de o6rbi-
My _ _ ). tas para satélites arti ciales alrededor de la
% GR_% =) GMr =GR (7.79) Tierra.
entonces tenemos que
S——
(Rt + hy)  (Ry + ho)
T(hy) =2 : 7.80
(o) R . (7.80)

Analicemos a continuacién un caso concreto de una 6érbita geosincrona. Este tipo de orbitas
fueron descritas en detalle por el ingeniero esloveno Herman Poto£nik (1892-1929), quien publicé
en 1928 un libro titulado Das Problem der Befahrung des Weltraums - der Raketen-Mot{obre
el problema de los viajes espaciales - el cohete de motor) bajo el seudénimo Hermann Noordung.
Poto£nik, considerado un pionero de la astronautica, trabajé sobre la base a las ideas del también
pionero Konstantin Eduardovich Tsiolkovsky Konstantin Eduardoviq Ciolkovski , 1857-
1935) con quien mantuvo correspondencia. El primer satélite geosincrono fue disefiado por Harold
A. Rosen (1926-2017) en 1959 mientras trabajaba en Hughes Aircraft, inspirado por Sputnik-1.
En 1963 se coloco en orbita el primer satélite geosincrono, Syncom 2, mientras que el primero
geoestacionario, Syncom 3, fue puesto en 6rbita al afio siguiente.

Ejemplo 7.7. Orbita Geoestacionaria:  Determine la altura a la que se debe colocar un satélite

si se desea que su Obrita sea circular, ecuatorial y tal que el satélite esté siempre encima del mismo
punto radial de la Tierra.
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Resolucion: Si queremos que el satélite en érbita esté siempre sobre el mismo punto radial de
la Tierra, necesitamos que su periodo sea igual al periodo de rotacién de la tieifa, Contrario
a lo que acabamos de calcular, queremos es despejar la altura como funcién del periodo, por lo que

partimos de la expresion7.77)

r r

(Rt + hg)®> _ GMy , GM1 _, _ 5 GM¢ _
T_I? - 4 2 4 2 T'I? —) hg - ﬁT—? RT .

Si sustituimos los valoresG = 6;673 10 *m3kg s 2, My =5;9742 10?*kgy T+ = 24h,
entonces tenemos que

:) RT+hg=

hy = 35,786 km

Veamos ahora qué pasa con la velocidad que necesitamos que alcance el cohete con el que
deseamos poner en 6rbita un satélite de masa a una cierta altura h,. Para ello, escribamos la
energia mecanica total para la nave en Tierra y luego a la altura deseada, con rapidez radial nula:

E(Rr) = %ms% Gm;MT ;
1 T MM (7.81)
E(Rr + ho) = Zma(Rr + ho)*t %(hg) G2
T
donde ) R r r
%o O
l(h)= —— =2 T =R —=X 7.82
M) = Thy =2 Z®Rr+hy) R+hy) T (R +hy (7.52)
Por lo tanto, tenemos que
1 m<M
ERr+ho) = Sme(Rr+ho)’t*(h) G-
2 2
— }mS(RT + h0)2 gORT mSgORT
2 (Rt + ho)® (Rt + o)
_ 1 gR% WRF _ 1 R}
- Ems Rt + ho ms Rt + ho_ éms Ry + ho- (7'83)

Si nos jamos bien, acabamos de obtener un resultado general para las Orbitas circulares, que
nos permite relacionar las cinética y potencial, ademas de la energia mecanica total:

Orbita Circular: y (7.84)

Igualando las expresiones de la energia (7.81), tenemos que
E(Rr) = E(Rr + hy)

1 ) msMt 1 o R2

-m G = —-m

o MsVe Ry 2™ R + hy (7.85)
1z WRT_ 1 GR?
2'¢ Ry 2Ry + h,
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Despejando la velocidad del cohete, tenemos que

V=2 gR: 1 gR% _ 20R1(Rr + ho) %RE
2Rt + hy Rt + hg (7.86)
_ 2gR%2+2gRth, @R2 _ gR7(Rt +2h,) '
B Rt + h, - Rr+hy,
por lo que _
S
BR7(R7 +2h,)
= 7.87
Ve R+ h. (7.87)

Orbitas Elipticas

Ya vimos al inicio de la presentacion de los satélites arti ciales
gue el Sputnik-1 fue colocado en una orbita eliptica, contrario a las
oOrbitas que acabamos de analizar. Adicionalmente comentamos que
dicha orbita no estaba contenida en la zona tropical sino que tenia
una inclinacion de65 respecto al plano ecuatorial. Ese no ha sido la
Unica Orbita con estas caracteristicas. De hecho, para que un satélite
de comunicacion, observacion, navegacion u otro pueda cubrir las
latitudes mas cercanas a los polos se utilizan justamente de érbitas
elipticas de gran excentricidad e inclinadas.

Hay dos o6rbitas que justamente cumplen estas caracteristicas, am-
bas desarrolladas en la URSS. La primera de ellddolni  (Relam-
pago) y cuyo esquema se presenta enHgura 7.16 , ocurre en un
plano inclinado63;4 respecto al ecuatorial y tiene un periodo de me-
dio dia. Con el uso de 3 satélites colocados en este tipo de orbita se
puede dar cobertura a regiones mas cercanas a los polos. En cuanto a
la segunda,Tundra (Tundra), también ocurre en un plano inclinado
63 4 respecto al ecuatorial, con una excentricidad entre 0,2 y O,i:
Su periodo orbital es de un dia y tiene una forma de 8. A diferencit
de la primera, esta Orbita pasa tanto tiempo en un hemisferio como
en el otro.

igura 7.16: Esquema de
na orbita Mdlniya.

7.2.6.2. Orbita de Transferencia

Para nalizar, vamos a analizar una trayectoria eliptica para conectar dos érbitas circulares alre-
dedor de un mismo cuerpo masivo. Estas orbitas, referidas como Orbitas de Hohmann-Vetchinkin,
se clasi can en Tipo | para < 180 y Tipo Il para > 180.

En 1925 Walter Hohmann (1880-1945) propuso utilizar una semi-6rbita eliptica para conectar
dos orbitas circulares. En esta maniobra, introducida poco antes por Vladimir Petrovich Vetchinkin
(Vladimir Petroviq Vetginkin , 1888-1950), ambas orbitas circulares se conectan por medio
de media Orbita eliptica tal que el cuerpo central se encuentra en uno de sus focos, el radio orbital
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minimo rp, coincide con el radio de la orbita circular menor;,, mientras que el radio orbital
maximo, r,, lo hara con el de la 6rbita circular mayorrg. De esta manera, la nave solo utiliza dos
impulsos de su motor, aprovechando la conservacion de la energia mecénica total y del momentum
angular.

Empecemos por escribir las energias mecé-
nicas de las orbitas circulares, usando (7.84).
Para la orbita circular menor tenemos que

1 _Mm , GM

Ea = §G Ry Vi Ry’ (7.88)
mientras que para la de radio mayor
1 _ M GM
Eg= -G, 2=2Y. (789

V,
2 Rg ' B Rg

Por otro lado, en la érbita de transferencia, ~ ¢ _
tenemos que se conserva el momentum angular, ‘ Y
por lo que ‘

‘A= B =) MRA A=mMRg 3
o) _ Rg . (7.90)
= A~ 5 B-
Ra
Dado que también se conserva la energia me-
canica, entonces vamos a escribir las energias

el pericentro y apocentro de la orbita eliptica: (?'—nlgura /.17: Diagrama de una Orbita de Transfe-

rencia de Hohmann-Vetchinkin.

EQ = EQ
1, mM 1 ., mM (7.91)
Em A G Ra = ém B G Rs

Sustituyendo A (7.90) en esta expresién, tenemos que

1 Rg ° M 1, M 1 R2 11
- = G—= — G — = -1 —= =GM — _
2 Rp ° Ra 2% “Rg ) 3 R2 Ra Rs
RZ2 R2 Rs R Re Ra)(Rs + R Re R
A B é = GM B A :) ( B A)( B A) é = GM B A
2R 2 Ra Rg 2Rg Ra
¥
ROM 2 2 RA
-V = = V
Ra ®° % Y17 R ”

(7.92)
Ahora sustituimos este resultado en (7.90) y usamos (7.88) y (7.89) para obtener nalmente
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que

Vg =
ROM

RAROM

Re

VB =)

r
I

A=

Rs

ROM

Va

(7.93)

Para nalizar, podemos determinar el tiempo de viaje para este viaje de transferencia entre
oOrbitas. Para ello, calculamos el periodo de la érbita eliptica usando (7.60) y obtenemos

r

R3
= T=2 _OM
) GM

T2
R3w

42
GM

dado que en el viaje recorre s6lo media Orbita.

=)

t =

f
R3w
GM

(7.94)
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7.3. Problemas

A continuacion se presentan una serie de problemas, algunos de ellos basados en los planteados
por el Prof. Cayetano DiBartolo en [3] y [11].

Problema 7.1. Considere los potenciales que se enuncian a continuacion y, considerando que
estan asociados a una fuerza central, determite(r) e indique si se trata de una fuerza repulsiva
0 atractiva.

(a) V()= o > 0re>0; (b) V(= 5 > 0p2Np 2

Problema 7.2. Considere una particula que se mueve bajo la accién de una fuerza central. En-
cuentre la forma funcional deF (r) si la trayectoria de la particula est4 dada por

r¢)= : (7.95)

Problema 7.3. Considere dos particulas de masa ca-
da una, separadas una distancia jad = 2R. En un cierto
instante, se coloca una tercera particula, de masa,, a
una distanciaD del centro de masa del sistema formado Mo
por las dos particulas, como se muestra en la gura adjun-
ta. Si considera que las particulas de masa estan jas, !
determine:

(a.) La fuerza neta que actla sobre la particula de masa

Mo. D
(b.) La rapidez de la particula de masan, cuando pasa
por la linea que une a las particulas de masa, si
ésta parte del reposo. .
(c.) SiD d, demuestre que la particula realizard un mo- m R 4 R m
vimiento armonico simple y determine la frecuencia
de oscilacion. Figura 7.18: Particula bajo la ac-

cion gravitacional de dos masas.
(d.) Si las particulas de masam no estuvieran jas, SO-

lo su centro de masa, %qué pudiera responder a las
preguntas anteriores?
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Problema 7.4. Considere un cuerpo de mase que estd en una O6rbita eliptica con una estrella
de masaM. en el focoF; de la elipse. Considerando los resultados obtenidos en este capitulo,
particularmente las expresioneg7.41), (7.54) y (7.55), determine:

(a.) Los vectores posiciorr, velocidadey aceleraciont del cuerpo.
(b.) El vector momentum angulaiC y su magnitud".

(c.) Determine la rapid_ez del cuerpo en el apocentna, y el pericentrov, de la orbita. Escriba
Vp = VLY determine

(d.) Use la conservacion de momentum angular para encontrar la rapidez de un puptarbitrario
de la orbita. Escriba su resultado en términos de.

(e.) Determine el tiempo que ha tardado el cuerpo en llegar desde el pericentro hasta el ppnto
de la orbita.

Problema 7.5. Considere un planeta de mask y radio R. Una nave es lanzada por un cohete
con una rapidezv =  lv,, dondev, es la velocidad de escape del planetay 1. Determine la
altura maxima que alcanza la nave en funcién de

Problema 7.6. Considere un satélite de masen que se ha colocado en una orbita alrededor del
planeta Marte. Si la oOrbita es circular con periodd = 12h, determine:

(a.) La altura de la érbita respecto a la super cie marciana.
(b.) La rapidez del satélite.
(c.) La energia mecéanica total del satélite.

(d.) La altura de una orbita geoestacionaria, considerando que el dia marciano da4 66h

Problema 7.7. Considere la érbita de transferencia geccion 7.2.6.2 . Determine la energia
necesaria para iniciar la orbita de transferencia en el planeta de origen y la necesaria para salir
de ella en el planeta de destino.

Problema 7.8. Considere la oOrbita de transferenciageccion 7.2.6.2 para el caso Tierra - Marte.
Aproxime el radio orbital medio marciano com&R$ ") = SR y determine :

(a.) Las velocidades inicial y nal de la oOrbita de transferencia.
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(b.) La energia requerida para iniciar la 6rbita de transferencia y la necesaria para terminarla.

(c.) El tiempo de viaje.

Problema 7.9. Repita elProblema 7.8 considerando ahora que el destino es una Orbita alrededor
de Jupiter. Use los datos de ldabla 7.1 .
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Capitulo 8

Hidrostatica

Como dijimos al inicio del curso, eleitmotiv deFisica Il es el estudio de sistemas de particulas.
Para ello iniciamos estudiando conceptos tales como el centro de masa, que nos permitieron enten-
der que la reduccién de cuerpos extendidos a particulas puntuales, bajo ciertas condiciones, tiene
su justi cacion. Cuando hemos analizado sistemas continuos, lo hicimos imponiendo la restriccion
de cuerpos rigidos que nos permite simpli car nuestro analisis de manera que en lugar de tener
gue lidiar con los3N grados de libertad de un sistema dN particulas s6lo tenemos que analizar
6 grados de libertad, los 3 del centro de masa mas los 3 relacionados con el movimiento relativo a
éste. Ahora vamos a querer relajar la condicion de cuerpo rigido de manera que podamos estudiar
uidos. Sin embargo, alguna simpli cacion debemos hacer de manera de no tener que volver al
problema de analizar todos 08N grados de libertad.

Para el resto del curso veremos que el concepto de Equilibrio va a ser fundamental. Por ello,
empezamos este capitulo con una muy breve discusién de uidos en equilibrio para luego empezar
a discutir conceptos de densidad y presion, para nalmente enunciar los tres principios de la
hidrostatica en los que nos centraremos.

8.1. Fluidos en Equilibrio Estatico

Desde pequefios hemos escuchado hablar de los estados de la materia, con mencion a los tres que
conocemos de nuestra experiencia diaria: sélido, liquido y fjaRara la mayoria de las sustancias,
esta division es bastante directa y normalmente usamos al agua como ejemplo: hielo (sélido), agua
(liquido) y vapor (gas).

Para algunas sustancias la division puede no ser tan directa, como sucede por ejemplo con el
vidrio. De nuestra experiencia, seria directo clasi carlo como sélido. Sin embargo, no es sencilla la
cuestion. Por un lado, se trata de un solido amorfo, es decir, sin estructura cristalina, pero ademas
es un debate abierto si realmente se trata de un sdlido, un liquido sobreenfriado o incluso si se trata
de un estado aparte de la materia. Las especi caciones del porqué es un debate abierto escapan al

1Aunque en realidad existen otros estados de la materia, como el plasma y el condensado de Bose-Einstein, para
efectos de este curso nuestra discusion se va a limitar s6lo a los tres primeros.
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alcance de este cursgppero vale destacar que una de las razones por las que se suele decir que se
trata de un liquido viscoso es en realidad un ‘mito urbano'. Se suele mencionar el hecho que los
vitrales de las grandes iglesias y catedrales antiguas tienen las bases mas anchas, proponiendo que
ello es debido al lento uir del vidrio. En realidad, ese ensanchamiento que se observa se debe al
proceso de fabricacion de los paneles de vidrio en la Edad Media (s.V-s.XV), denominado corona
de vidrio o corona normanda, en el que las laminas quedaban mas anchas en los bordes y luego
eran cortados en las piezas de interés. Al momento de armar el vitral, la parte mas ancha era
colocada en la base, por razones evidentes de estabilidad estructural.

Otra razon que nos pudiera hacer pensar en que la clasi cacion se puede complicar son los
fendmenos de difusion, como los observados en interfases metalicas. Esos fendmenos, al implicar
una migracion de atomos del metal, signi can en un cierto sentido un " uir' dentro del sélido o,
en el caso de interfases, hacia una estructura aledafa.

Mas all4 de los detalles de la clasi cacion de ciertas sustancias, establezcamos la siguiente
de nicion:

Un Fluido es un tipo de medio continuo formado por alguna sustancia tal que se
deforma continuamente (uye) bajo la aplicacion de una tensién tangencial, por muy
pequefia que sea, y que en general puede cambiar de forma sin que aparezcan fuerzas
restitutivas tendentes a recuperar la forma original".

La falta de estas fuerzas restitutivas que le permitan recuperar una forma anterior es una de
las principales diferencias con un solido deformable. Los uidos estan conformados por los liquidos
y los gases, aun cuando solemos pensar solo en liquidos cuando se habla de uidos. Los liquidos
toman la forma del recipiente que los aloja, manteniendo su propio volumen.

Con esta de nicion, vemos que estamos tratando con un sistema bastante complejo, por lo
gue debemos imponer algunas restricciones que permitan que su estudio nos resulte posible con
las herramientas que tenemos. Lo primero que haremos sera asumir pseliquidos no pueden
comprimirse, es decir, que son incompresibles. Esto no es sino una idealizacién anéloga a la que
hicimos en elCapitulo 3 cuando introdujimos el concepto de "Cuerpo Rigido'. El funcionamiento
del sonar via la propagaciéon de ondas sonoras en el agua nos hace ver que esto no es del todo
cierto, lo mismo que la propagacion de ondas sismicas en estructuras consideradas rigidas lo hace.
De hecho, el considerarlo medios continuos, con lo que sabemos hoy dia de la estructura molecular
y atdmica de la materia, es también una aproximacion.

Como ya comentamos en su momento, estas aproximaciones estan justi cada en parte por la
precision de nuestras mediciones. Estamos pensando en que nuestra observacion se limita a lo
macroscopico, que de todos modos es el rango de validez de la fisica que estamos estudiando. Lo
otro que también hay que tomar en cuenta es el rango de fenOmenos que estamos interesados en
describir. Recordemos que cuando discutimos el Centro de Gravedad esdecion 5.2.1 llegamos
a la conclusion que para las dimensiones de los cuerpos analizados, éste coincidia con el centro de
masa, pues en ese caso podiamos asumir gues constante.

2El estudiante interesado en leer un poco al respecto puede revisar el texto (en inglés) de Philip Gibbs (University
of Califoria Riverside) Is glass liquid or solid?.
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Pero la aproximacion de los liqguidos como sustancias incompresibles no es su ciente, falta
otra restriccion adicional. Ya indicamos que nos ibamos a basar en lo que nuestra observacion
macroscopica nos permite detallar. Por ello mismo no vamos a estar interesados en la dinamica
interna de las partes que componen al liquido (al que de paso estamos asumiendo como continuo),
de manera que podemos pensar en un liquido estatico. De ahi justamente el nombre de este campo
de la mecanica de uidos. Aunque etimolégicamente la palabkdidrostatica es un neologismo,
formado con las palabras griegakiwr (hydor), que signi ca agua, y statikic (statikos), que
signi ca estético, nuestro estudio va a estar referido a liquidos en general.

8.2. Densidad y Peso Especi co

Ahora debemos establecer la manera en que vamos a describir a nuestro uido. Para ello,
volvamos al hecho de que estamos basando nuestra descripcion en lo que nos permite apreciar
nuestra observacion macroscopica. Por ello, las "etiquetas' que usemos para describir estos siste