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Prefacio

El curso Física II (FS-1112) es el segundo curso introductorio de Física General para estu-
diantes de Ciclo Básico, cuyoleitmotiv es la física de los sistemas de partículas. Se trabaja desde el
sistema más simple de dos partículas que interactúan entre sí hasta sistemas tan complejos como
lo son los �uidos. Tiene 3 créditos y en el programa analítico tiene asignadas a la semana 3 horas
de teoría, 2 de ejercicios y 1 de laboratorio (pensando en las sesiones de Demostraciones), para un
total de 6 horas semanales.

La idea de estas notas es presentar de forma compacta los principales temas del curso para
su dictado bajo la modalidadTecnologías Digitales Disponibles(TDD). La primera versión fue
escrita a propósito de su oferta especial en la Universidad Simón Bolívar el trimestre Enero �
Marzo 2020 durante el período correspondiente al 8 de junio al 17 de julio [4]. Durante el trimestre
Enero � Marzo 2021 se ha ido ampliando la versión inicial de la guía, corrigiendo algunos errores
de transcripción, mejorando algunas explicaciones, completando secciones que habían quedado
pendientes y aumentando la cantidad de ejemplos y problemas. Es un trabajo que sigue abierto y
que se espera completar antes de Julio 2021.

En varios aspectos del curso vamos a seguir las guías del Prof. Mario I. Caicedo S. [5, 6], por lo
que acá pretendemos aclarar y completar algunos aspectos tratados en las mismas, orientándolos
sobre el orden en el cual leer dicho material. Hemos incluido una serie de problemas resueltos a
modo de ejemplo para complementar los ya trabajados en las mencionadas guías.

Adicional a éstas, el estudiante tendrá a disposición una serie de textos y problemarios que
podrá descargar de Google Drive, adicional al material que pueden conseguir en la página del
Departamento de Física de la Universidad Simón Bolívar. De particular interés son los problemarios
del Prof. Cayetano Di Bartolo [7, 8].

En ningún modo esta guía pretende ser una referencia completa y autocontenida como para
ser usada por los estudiantes como única fuente bibliográ�ca para el estudio. Todo este material
puede (y debe) ser completado con una lectura detallada de algún libro texto. En lo personal suelo
recomendar el libro de Alonso y Finn [9], pero entiendo que no a todos los estudiantes de Ciclo
Básico les resulta un libro fácil de digerir. También pueden consultar textos como el Resnicket. al
[1] o cualquier otro libro de texto de su agrado1.

1Nota Importante: Un problemario, aunque tenga alguna sección de discusión teórica,NO es un libro de
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Se recomienda a los estudiantes seguir las clases del Prof. José Calatroni [10], disponibles en
CanalUSB en Youtube, las cuales fueron grabadas el trimestre Abril-Julio 2011 en el campus de
Sartenejas. También están disponibles allí las sesiones de Demostraciones de Física II, realizadas
por el Prof. Douglas Figueroa junto a estudiantes de Lic. en Física hace ya un par de décadas.

Por último, quiero destacar que parte de este trabajo ha sido posible por el �nanciamiento
recibido por el programa Physics Without Frontiers del Abdus Salam Interntational Centre for
Theoretical Physics (ICTP) con el programa de becas BrainGain-Venezuela, con el cual fui bene-
�ciado en su edición 2020. También quiero agradecer los comentarios, observaciones, correcciones
y recomendaciones recibidas de parte de estudiantes y colegas, muy especialmente las del Prof.
Mario I. Caicedo S., Lic. Donato Abbate y Br. David Bellorín.

Hermann L. Albrecht Q.
� albrecht@usb.ve

Caracas, 25 de marzo de 2021.

texto.
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Capítulo 1

Cinemática Rotacional

Como hemos indicado, elleitmotiv de este curso es el estudio y descripción de sistemas de
partículas. Un resultado importante de la Mecánica fue demostrar que el movimiento de todo cuerpo
rígido1 puede descomponerse como la suma de un movimiento de traslación más un movimiento
de rotación alrededor de un cierto eje, el cual por supuesto no tiene que en general ser �jo. Ya el
movimiento de traslación lo estudiamos su�ciente en el anterior curso de Física 1 y la idea es ahora
centrarnos en la descripción de las rotaciones de partículas.

Para ello, vamos a empezar por recapitular elementos del movimiento circular, siguiendo el
capítulo 7 del libro de Caicedo de Física 1 [5] y el capítulo 3 de la guía de Física 2 [6].

1.1. Base de Vectores Móviles

Empecemos por considerar la manera más apropiada
de describir una partícula de masam que se mueve
siguiendo una trayectoria circular. En la Figura 1.1
hemos dibujado el primer cuadrante y podemos obser-
var el vector de posición~r (t), que varía con el tiempo,
y su vector velocidad_~r (t), el cual es tangente a la tra-
yectoria y perpendicular a~r (t), es decir,_~r � ~r = 0.
Si queremos escribir cualquiera de los dos vectores en
componentes cartesianas tenemos que

~r (t) = x(t) {̂ + y(t) |̂ ; _~r (t) = _x(t) {̂ + _y(t) |̂ ; (1.1)

dondex(t) � ~r � {̂ y y(t) � ~r � |̂ . Sin embargo, sabemos
que x(t) y y(t) no son independientes entre sí, sino
que deben cumplirx2 + y2 = R2 para todo instante de
tiempo t, donde R � j ~r j es el radio de la trayectoria
circular.

{̂

|̂

o

m

~r

_~r

� (t)

Figura 1.1: Movimiento circular de una
partícula.

1Aunque aún no lo hemos de�nido, todos tenemos una noción intuitiva bastante clara de a qué nos referimos
con esto.

1
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1.1.1. Base de Vectores Polares

Una manera de escribir de forma más astuta nuestras expresiones de los vectores posición y
velocidad es usar coordenadas polares en lugar de cartesianas, de manera que para el vector de
posición tenemos que

~r (t) = R[cos� (t) {̂ + sen� (t) |̂ ] : (1.2)

Lo primero que podemos notar de la expresión anterior es que la expresión entre corchetes es un
vector unitario, que denotaremoŝu r

2:

û r � cos� (t) {̂ + sen� (t) |̂ ; (1.3)

de manera que podemos escribir nuestro vector posición de manera compacta como

~r (t) = Rû r (1.4)

Es directo veri�car de su de�nición en (1.3) que se trata de un vector unitario:

û r � û r = [cos� (t) {̂ + sen� (t) |̂ ] � [cos� (t) {̂ + sen� (t) |̂ ] = cos2 � (t) + sen2 � (t) = 1 :

Lo otro que debemos notar es que no se trata ya de un vector unitario3 �jo, como {̂ o |̂ , sino que
es un vector que cambia de dirección con el paso del tiempo. Esto es lo que vamos a denominar
un vector móvil.

Veamos ahora qué sucede con el vector velocidad. Para ello, derivamos respecto al tiempo
la expresión (1.2), de manera de obtener su expresión en coordenadas polares y componentes
cartesianas:

_~r (t) =
d
dt

�
R[cos� (t) {̂ + sen� (t) |̂ ]

	
= R

(
d
dt

�
cos� (t) {̂

�
+

d
dt

�
sen� (t) |̂

�
)

= R
h
� _� (t) sen� (t) {̂ + _� (t) cos� (t) |̂

i
= R _� (t)[� sen� (t) {̂ + cos� (t) |̂ ] :

(1.5)

Podemos preguntarnos si el último término entre corchetes en la expresión (1.5) es igualmente
un vector unitario. Para ello, veri�quemos el resultado de hacer el producto escalar de él consigo
mismo:

[� sen� (t) {̂ + cos� (t) |̂ ]�[� sen� (t) {̂ + cos� (t) |̂ ] = [ � sen� (t)]2+[cos� (t)]2 = sen2 � (t)+cos2 � (t) = 1 :

Dado que efectivamente se trata de un vector unitario, entonces podemos de�nirû �
4:

û � � � sen� (t) {̂ + cos� (t) |̂ ; (1.6)

2Dependiendo de la referencia consultada, se pueden conseguir notaciones diferentes pero completamente equi-
valentes para este vector unitario, comôe r o r̂ .

3Un vector unitario se suele denominarversor.
4Al igual que sucede con̂u r , este versor se puede denotar de manera completamente equivalente comoê � o �̂ .
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de manera que escribimos el vector velocidad como:

_~r (t) = R _� (t) û �| {z }
velocidad tangencial

= v(t) û � ; (1.7)

dondev es la rapidez (tangencial). Al igual que sucede con̂u r , éste vector unitario no es �jo, sino
que varía con el tiempo. Dado que para el movimiento circular~r (t) y _~r (t) son perpendiculares para
todo instante det, es claro quêu r y û � también lo son:

û r � û � =[cos� (t) {̂ + sen� (t) |̂ ] � [� sen� (t) {̂ + cos� (t) |̂ ] = cos� (t)[� sen� (t)] + sen � (t) cos� (t)

= � ( ( ( ( ( ( ( (
cos� (t) sen� (t) + ( ( ( ( ( ( ( (

sen� (t) cos� (t) = 0 :

De esta manera, el par de vectoresf û r ;û � g forman una base ortonormal de vectores, que
denominaremos base de vectores polares, análoga a la base de vectores cartesianosf {̂; |̂ g.

Si nos �jamos en las expresiones (1.4) y (1.7), es directo darnos cuenta de dos características
de esta base de vectores polares. Lo primero, es que, a diferencia de los vectores cartesianosf {̂; |̂ g,
estos vectores tienen derivadas temporales no nulas,ergo el nombre de vectores móviles. Lo otro
que podemos notar es que hay una relación entre la derivada temporal del vectorû r y û � :

d
dt

~r (t) = _~r (t) )
d
dt

(Rû r ) = R _� û � ) ��R
d
dt

(û r ) = ��R _� (t) û � )
d
dt

û r = _� (t) û � (1.8)

Dado este resultado, uno puede estar tentado en mirar qué resulta de calcular la derivada
temporal de û � a ver si hay alguna relación de interés que pueda surgir. Para ello usamos la
de�nición (1.6):

d
dt

û � =
d
dt

[� sen� (t) {̂ + cos� (t) |̂ ] = � _� (t) cos� (t) {̂ � _� (t) sen� (t) |̂

= � _� (t)
h
cos� (t) {̂ + _� (t) sen� (t) |̂

i
)

d
dt

û � = � _� (t) û r (1.9)

donde hemos usado la de�nición dêu r (1.3). Acá po-
demos ver que las derivadas temporales de los vectores
polares están relacionadas con la contraparte ortonor-
mal. De hecho, estas relaciones por sí solas, que for-
man parte de las denominadasFórmulas de Frenet,
nos permiten de�nir una base de vectores móviles pa-
ra un plano sin necesidad de recurrir a una descripción
a partir de los vectores cartesianos. Más aún, son rela-
ciones muy útiles si uno quiere generalizar el concepto
de vectores móviles a un conjunto de vectores ortonor-
males construidos para describir el movimiento de una
partícula cuya trayectoria es una curva general. Ésta
es la base delTriedro de Frenet-Serret y, aunque
escapa del alcance de este curso, a los estudiantes que
pudieran estar interesados en esto los invito a leer un
poco del tema en [11].

{̂

|̂

o

~r

û �

û r

� (t)

Figura 1.2: Base de Vectores Móviles:
Vectores Polares.

3



H. Albrecht Q. FS-1112: Física II

Un detalle que vale la pena que tengamos muy presente es que las direcciones cartesianas
que usamos para de�nir la base polarf û r ;û � g no son únicas, en el sentido que podemos utilizar
cualquier otro par de vectores cartesianos ortonormales para de�nir una nueva base polar. Para
ilustrar esto, resolvamos una variación del problema2 de la guía [7].

Ejemplo 1.1. Una partícula se mueve a lo largo de una trayectoria circular de radioR, siendo su
vector de posición

~r (t) = 2 A
h
cos

�
�t 2

�
{̂ + sen

�
�t 2

�
k̂

i
;

dondet es el tiempo yA y � son constantes de dimensión apropiada. De�na los vectores polares
f êr ;ê � g sobre la partícula en el planoXZ en la base

n
{̂; k̂

o
.

Resolución: A diferencia de lo planteado en la expresión(1.2), cuando analizábamos el mo-
vimiento en el planoXY , acá tenemos que éste se desarrolla en el planoXZ . ¾Cambia esto de
forma signi�cativa nuestra manera de de�nir la basef êr ;ê � g?

Lo primero que debemos notar es que la cantidad entre corchetes en~r (t) es un vector unitario
completamente análogo al̂u r que de�nimos en(1.3). Así, tenemos que podemos escribir

êr � cos
�
�t 2

�
{̂ + sen

�
�t 2

�
k̂ = cos� {̂ + sen� k̂ ;

donde hemos usado� � �t 2. Al igual que cuando determinamoŝu � (1.5), vamos a calcular la
derivada temporal del vector de posición y de esta manera determinarê � :

d
dt

[~r (t)] =
d
dt

�
2A

h
cos

�
�t 2

�
{̂ + sen

�
�t 2

�
k̂

i �
= 2A

�
d
dt

�
cos

�
�t 2

�
{̂
�

+
d
dt

h
sen

�
�t 2

�
k̂

i �

= 2A
h
� (2�t ) sen

�
�t 2

�
{̂ + (2 �t ) cos

�
�t 2

�
k̂

i
= 2A(2�t )

h
� sen

�
�t 2

�
{̂ + cos

�
�t 2

�
k̂

i

= 4A�t
h
� sen

�
�t 2

�
{̂ + cos

�
�t 2

�
k̂

i
:

De lo anterior, y siguiendo con la analogía con nuestro análisis previo, tenemos que

ê � � � sen
�
�t 2

�
{̂ + cos

�
�t 2

�
k̂ = � sen� {̂ + cos� k̂ :

Al igual que vimos antes, es directo darse cuenta que éste es también un vector unitario, ortogonal
a êr , lo que nos permite escribir la velocidad de la partícula como

_~r (t) = 4 A�t ê � :

Como acabamos de ver, podemos de�nir una base de vectores polares en cualquier plano a
partir de cualquier par de vectores cartesianos ortonormales. Con estos vectores móviles vimos
cómo escribir nuestros vectores posición y velocidad de manera compacta. Miremos ahora cómo
escribir el vector aceleración en esta base de vectores móviles, para un movimiento circular. Para
ello, calculamos la derivada temporal de la expresión (1.7) de la velocidad:

4
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d
dt

_~r (t) =
d
dt

h
R _� (t) û �

i
=

d
dt

h
R _� (t)

i
û � + R _� (t)

d
dt

û � = R•� (t) û � + R _� (t)
h
� _� (t) û r

i

) •~r (t) = � R _� 2(t) û r| {z }
aceleración centrípeta

+ R•� (t) û �| {z }
aceleración tangencial

(1.10)

1.2. Velocidad y Aceleración Angular

En varios punto del curso nos va a resultar útil hacer analogías entre cantidades relevantes en
el movimiento rectilíneo y en el movimiento rotacional. De esta manera, podemos pensar que si
tenemos una partícula en movimiento rectilíneo cuyo vector de posición escribimos como~r (t) =
x(t) {̂, de manera que su rapidez lineal es_x(t), entonces_� (t) es el equivalente para el movimiento
circular de _x(t). ¾Podemos entonces de�nir un vector velocidad angular de la forma_� û , conû un
vector unitario por determinar? La respuesta no es tan directa ni sencilla. Por un lado, la velocidad
angular, que denotaremos por~! , no es exactamente un vector sino unpseudo vector5, pero ése es
un �detalle� en el que no vamos profundizar y para efecto de este curso consideraremos a~! como
un vector. Por otro lado, no tenemos como de�nir̂u de forma tan directa como lo hicimos para la
velocidad lineal. Entonces, ¾qué hacer?

Para lo que nos interesa en estos momentos, vamos a proceder a partir de las expresiones de
la velocidad (tangencial) (1.7) y de la aceleración (1.10) en la base de vectores polares. Adicional,
vamos a completar nuestra base ortonormal con un vector que sea normal al plano en el que
de�nimos dicha base:̂k = û z, el vector unitario en la direcciónZ . De esta manera, tenemos dos
ternas de versores para describir nuestro espacio tridimensional: la terna cartesiana

n
{̂; |̂ ; k̂

o
y la

terna f û r ;û � ;û zg, la cual llamaremosbase ortonormal de vectores cilíndricospor razones obvias.

1.2.1. Velocidad Angular

Si analizamos la expresión (1.7) de la velocidad, podemos darnos cuenta que la rapidezv(t)
podemos escribirla comov(t) = R _� (t) = j~r (t)j j ~! (t)j. Esto apunta a que podemos obtener el vector
velocidad a partir del producto (vectorial) de~r (t) y ~! (t). No es difícil darnos cuenta que, dado
queû r ? û � , la forma de hacer esto es que

_~r ?= ~r � ~w ;

donde el signo de interrogación implica que debemos veri�car primero si el orden en que escribimos
el producto es el correcto. Para ello proponemos que la velocidad angular sea de la forma

~w = _� û z (1.11)

5Para todos los efectos prácticos de este curso consideraremos a la velocidad angular~! como un vector y
no profundizaremos en la caracterización de �pseudo vector�. Los estudiantes interesados en este aspecto pueden
remitirse a algún libro de Introducción a la Mecánica, como [11]. Para estudiar algunos aspectos del carácter vectorial
de ~! remitimos al estudiante a leer con detalle la sección 3.2 de la Guía [6].
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donde por simplicidad de escritura (y lectura) estamos dejando de escribir explícitamente la depen-
dencia temporal de la posición angular. Para veri�car nuestra expresión anterior lo que debemos
calcular esû r � û z:

û r � û z = (cos � {̂ + sen� |̂ ) � k̂ = cos�
�

{̂ � k̂
�

| {z }
= � |̂

+ sen�
�

|̂ � k̂
�

| {z }
= {̂

= sen� {̂ � cos� |̂ = � û � :

De esta manera podemos concluir que la expresión correcta para escribir la velocidad (tangencial)
es:

_~r = ~w � ~r (1.12)

Hay que tener en cuenta que, en principio, nuestra expresión de la velocidad angular (1.11) podemos
sumarle un vector arbitrario en la dirección̂u r y ello na va alterar el resultado que acabamos de
obtener. Más adelante entraremos un poco más en detalles en esto6, pero por los momentos dejemos
esto enstand by.

Ejemplo 1.2. Vamos a aplicar lo que acabamos de aprender con un ejemplo bien sencillito y
consideremos dos engranajes en contacto, que describiremos como dos discos que están en contacto
y no deslizan el uno respecto al otro:

El sistema mostrado en laFigura 1.3 consta de
tres discos cuyos radios respectivosa, by c son co-
nocidos. Los discos de radiosb y c son coaxiales
y están unidos entre sí, por lo que se mueven de
forma solidaria. El disco de radiob está en con-
tacto con el disco de radioa y sus super�cies no
deslizan. Cada disco rota libremente sobre el eje
que pasa por su centro y es perpendicular al plano
que los contiene. La velocidad angular~! a = ! ak̂
del disco de radioa es conocida.

a

b c

p

{̂

|̂

k̂

Figura 1.3: Sistema de Engranajes en con-
tacto sin deslizar.

Con base en lo anterior, determinemos (a) la velocidad tangencial en el punto instantáneo de
contacto del disco de radioa con el de radiob; (b) la rapidez del puntop en la periferia del disco
de radiob; (c) la velocidad angular~! c del disco de radioc; (d) la rapidez en un punto de la periferia
del disco de radioc.

Resolución: Para calcular la velocidad la velocidad del punto de contacto (relativa a un refe-
rencial inercial �jo respecto a los centros de los discos)~vp:c: usamos la expresión(1.12), tenien-
do cuidado de de�nir bien quiénes son los vectores involucrados. Del enunciado ya sabemos que
~! a = ! ak̂ . Nos queda entonces de�nir el vector posición del punto de contacto. Es claro que si
�jamos nuestro referencial en el centro del disco de radioa, y dada la terna de versores cartesianos

6Pueden consultar algunos aspectos que se discuten en el capítulo 3 de la Guía de Física 2 del Prof. Caicedo [6].
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indicados en el diagrama anterior, el vector en cuestión no es más que~r a = a {̂. Ahora sí tenemos
que

~vp:c: = ~! a � ~r a = a! a k̂ � {̂| {z }
= |̂

; =) (a) ~vp:c: = a! a |̂ :

Para determinar la rapidez del puntop, vp, basta que recordemos que la velocidad del punto
de contacto para ambos discos de radiosa y b es igual dado que los discos no deslizan entre sí.
Además, debemos tomar en cuenta que todos los puntos de la periferia del disco de radiob se
mueven con la misma rapidez, por lo que es directo ver que

vp = j~vp:c:j =) (b) vp = a! a :

Ahora queremos determinarla velocidad angular del disco de radioc, que dada la con�guración
del sistema en cuestión es la misma del de radiob. Dado que acabamos de calcularvp, podemos
usar el hecho que

vp|{z}
= a! a

= j~! bj|{z}
= ! b

j~r pj
|{z}

= b

=) ! b =
a
b

! a = ! c ;

de manera que lo que nos falta es analizar la dirección del vector~! c. Es directo darnos cuenta
que este vector debe ser paralelo o antiparalelo ak̂. Para determinar si va en la dirección+ k̂ o
� k̂ tenemos dos opciones: podemos usar la regla de la mano derecha y rápidamente ver que debe
ser � k̂ o podemos usar la ecuación(1.12). Hagamos esto último, tomando en cuenta que ahora el
vector de posición del punto de contacto lo debemos de�nir desde el centro del disco de radiob:

~vp:c: = ~! b � ~r b ) a! a |̂ =
a
b

! a

�
� k̂

�
� (� b{̂) ) a! a |̂ = a ! a

�
� k̂

�
� (� {̂) :

Dado quek̂ � (� {̂) = � |̂ , entonces necesariamente

~! b =
a
b

! a

�
� k̂

�
=) (c) ~! c = �

a
b

! a k̂ :

Por último, nos piden calcular la rapidez de un punto de la periferia del disco de radioc. Con
nuestros resultados previos, tenemos que

vc = cj~! cj =) (d) vc = c
a
b

! a :

1.2.2. Aceleración Angular

Si seguimos con el espíritu de las analogías entre el movimiento rectilíneo y el rotacional vamos a
desear de�nir la taza de variación temporal de la velocidad angular, esto es, la aceleración angular.
Habiendo ya conseguido de�nir la velocidad angular, hemos adelantado lo su�ciente como para
presentar un resultado inmediato:

d
dt

~! =
d
dt

�
_� û z

�
= •� û z ) ~� = •� û z (1.13)

7
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Con este resultado podemos analizar la expresión (1.10) que conseguimos para la aceleración•~r
y ver si la podemos escribir igualmente en término de productos vectoriales como hicimos para la
velocidad _~r en (1.12). Para ello empezamos por calcular los productos vectoriales entre los vectores
de la base cilíndricaf û r ;û � ;û zg. Para ello vamos a calcular los productoŝu � � û z y û r � û � .

Empezamos por̂u � � û z:

û � � û z = ( � sen� {̂ + cos� |̂ ) � k̂ = � sen�
�

{̂ � k̂
�

| {z }
= � |̂

+ cos�
�

|̂ � k̂
�

| {z }
= {̂

= cos� {̂ + sen� |̂ = û r :

Ahora veamosû r � û � :

û r � û � = (cos � {̂ + sen� |̂ ) � (� sen� {̂ + cos� |̂ )

= � cos� sen� � � � �: 0
({̂ � {̂) + cos2 � ({̂ � |̂ )

| {z }
= k̂

� sen2 � (|̂ � {̂)
| {z }

= � k̂

+ sen� cos� � � � ��: 0
(|̂ � |̂ )

= cos2 � k̂ + sen2 � k̂ = û z :

De esta manera tenemos que la basef û r ;û � ;û zg cumple las relaciones de producto vectorial
de una base ortonormalde mano derecha:

û r � û � = û z ; û � � û z = û r ; û z � û r = û � : (1.14)

Ahora procedemos a analizar por separado los términos de
aceleración tangencial y aceleración centrípeta que conse-
guimos en (1.10):

•~r (t) = � R _� 2(t) û r| {z }
aceleración centrípeta

+ R•� (t) û �| {z }
aceleración tangencial

:

Aceleración Tangencial, ~at : Al igual que hicimos antes
en nuestro análisis de la velocidad tangencial, vemos que
j~at j = j~r jj ~� j. Del orden que acabamos de conseguir para
el producto (vectorial) de los vectores cilíndricos es directo
entonces:

~at = ~� � ~r (1.15)

Aceleración Radial, ~ar : Como acabamos de hacer para el
término tangencial, vemos que para el radial tenemos que
su magnitud esj~ar j = R _� 2(t), de manera que lo podemos
escribir como el producto de las magnitudes de los vectores
posición y velocidad angular comoj~ar j = j~r j j ~! j2.

{̂

|̂

o

� (t)

~at

~ar

Figura 1.4: Componentes del vec-
tor aceleración.

A diferencia de los casos que analizamos previamente, en éste tenemos el cuadrado de la mag-
nitud de la velocidad angular y todos recordamos que el producto vectorial de un vector consigo
mismo es cero. Entonces, ¾cómo hacemos?

8
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Lo primero es recordar que habíamos conseguido una expresión para la velocidad tangencial a
partir de j _~r j = v = R _� = j~r j j ~! j, por lo que escribimosj~ar j = vj~! j. Ahora lo que nos falta es usar
las relaciones (1.14) para encontrar el orden correcto del producto vectorial:

û r = û � � û z ) ~! � _~r = � R _� 2 û r ;
_~r = ~! � ~r ) ~! � (~! � ~r ) = � R _� 2 û r =) ~ar = ~! � (~! � ~r ) (1.16)

De esta manera tenemos que el vector aceleración en un movimiento circular lo podemos escribir
en términos de productos vectoriales como:

•~r = ~� � ~r + ~! � (~! � ~r ) (1.17)

Ahora que ya tenemos todas las expresiones necesarias para la velocidad y aceleración en términos
puramente vectoriales, volvamos al planteamiento que hicimos en elEjemplo 1.1 para aplicar lo
que acabamos de aprender.

Ejemplo 1.3. Una partícula se mueve a lo largo de una trayectoria circular de radioR, siendo su
vector de posición

~r (t) = 2 A
h
cos

�
�t 2

�
{̂ + sen

�
�t 2

�
k̂

i
;

donde t es el tiempo yA y � son constantes de dimensión apropiada. A partir de los vectores
polaresf êr ;ê � g de�nidos en el Ejemplo 1.1 junto al versor cartesianoû y determine los vectores
velocidad y aceleración angulares y escriba el vector aceleración.

Resolución: En la resolución anterior ya habíamos calculado_~r (t) así como la basef êr ;ê � g.
Para determinar la velocidad y aceleración angulares lo que debemos es determinar la dirección del
vector perpendicular al planôe? que complementa la terna de la base cilíndricaf êr ;ê � ;ê? g.

Para hacer esto tenemos varias opciones: La manera larga es sacar la cuenta de los productos
vectoriales, bien sea a partir de la ecuación(1.12) o de las relaciones análogas a(1.14); también
podemos gra�car la trayectoria circular de la partícula y ver en qué sentido es el giro y, con la regla
de la mano derecha, determinar la dirección que debe tener~! ; y, por último, una cuenta rápida
a partir de la manera en que están de�nido los vectores polares en el planoXZ y directo de allí
conseguirê? .

Como recordaremos de las relaciones(1.14), dijimos que la base de vectores cilíndricos es una
base de vectores de mano derecha. Esto debe cumplirse también en el caso de esta base cilíndrica
que hemos de�nido para el planoXZ . Sabemos que la dirección dêe? de ser� |̂ , por lo que nos
falta conseguir si el sentido de dicho vector es tal queê? = + |̂ o ê? = � |̂ . Como dijimos, tenemos
varias maneras de determinar este sentido. Empecemos por la última que mencionamos.

El hecho de que la base sea de mano derecha pasa por la manera en que de�nimos los vectores
móviles a partir de la base cartesiana. Para el casôu r (1.3) teníamos que el orden erâ{, |̂ y para
û � (1.6), � {̂, |̂ , por lo que, siguiendo el orden de los productos vectoriales de la base cartesiana,
se obtiene quêu z = k̂. En este caso, tenemos que la base está de�nida con{̂, k̂ y � {̂, k̂ . Como
recordamos,{̂ � k̂ = � |̂ , por lo queê? = � |̂ .

9
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Para veri�car este resultado recurramos al segundo método que
comentamos: el grá�co. En laFigura 1.5 hemos dibujado la
trayectoria circular (línea punteada negra) en el planoXZ y el
vector posición~r (t) en azul. La �echa gris sobre la línea punteada
es el camino recorrido para un cierto tiempot al cual correspon-
de el ángulo� (t) = �t 2 (en rojo). Si con esta imagen usamos la
regla de la mano derecha es directo darnos cuenta que efectiva-
menteê? = � |̂ .
Como último método para determinar la dirección de la velocidad
angular, podemos analizar el producto vectorial involucrado en
la ecuación(1.12):

_~r (t) = ~! � ~r ) ê � = ê? � êr

) � sen� {̂ + cos� k̂ = ( � |̂ ) �
�

cos� {̂ + sen� k̂
�

� sen� {̂ + cos� k̂ = cos� [(� |̂ ) � {̂]
| {z }

= � k̂

+ sen�
h
(� |̂ ) � k̂

i

| {z }
= � k̂

=) ê? = � |̂

x

y

z

~r

� (t)

Figura 1.5: Trayectoria circu-
lar en el planoXZ .

Dado que ya sabíamos que_~r (t) = 4 A�t ê � y dado que el radio de la trayectoria es2A y que es
directo ver que _� = 2�t , entonces

~! = � 2�t |̂ y ~� = � 2� |̂ :

la expresión(1.10) usando la basef êr ;ê � g que ya calculamos en el Ejemplo 1.1. Dado que•� = 2� ,
es directo escribir, a partir de(1.10),

•~r (t) = � R _� 2
| {z }

=(2 A)(2 �t )2

êr + R•� (t)
| {z }

=(2 A)(2 � )

ê � =) •~r (t) = 8 A� 2t2 êr + 4A� ê �

1.3. Movimiento Generalizado en un Plano

Ya hemos conseguido una descripción en términos de la base de vectores móviles del movimiento
circular y hemos de�nido nuestros vectores velocidad y aceleración angulares. Ahora vamos a
utilizar todas estas herramientos que desarrollamos de manera de poder dedscribir el movimiento
general en un plano. Para ello, empezamos por escribir nuestro vector posición de manera análoga
como hicimos en la expresión (1.4)

~r (t) = r (t)û r (1.18)

donde ahora la magnitud de este vector va a ser una función del tiempo, que denotamosr (t). Para
el cálculo del vector velocidad, veamos la derivada temporal de la expresión anterior:

_~r (t) =
d
dt

[r (t)û r ] = _r (t) û r + r (t)
d
dt

û r =) _~r (t) = _r (t) û r| {z }
velocidad radial

+ r (t) _� (t) û �| {z }
velocidad tangencial

(1.19)
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Ahora procedemos a calcular el vector aceleración:

•~r (t) =
d
dt

h
_~r (t)

i
=

d
dt

h
_r (t) û r + r (t) _� (t) û �

i
=

d
dt

[ _r (t) û r ] +
d
dt

h
r (t) _� (t) û �

i

=
�

•r (t) û r + _r (t)
d
dt

û r

�
+

�
_r (t) _� (t) û � + r (t) •� (t) û � + r (t) _� (t)

d
dt

û �

�

=
h
•r (t) û r + _r (t) _� (t)û �

i
+

h
_r (t) _� (t) û � + r (t) •� (t) û � � r (t) _� (t) _� (t)û r

i
:

Agrupando los términos obtenidos para cada uno de los vectores de la base polar, se tiene que

•~r (t) =
h
•r (t) � r (t) _� 2(t)

i
û r

| {z }
aceleración radial

+
h
r (t) •� (t) + 2 _r (t) _� (t)

i
û �

| {z }
aceleración tangencial

(1.20)

Es directo darnos cuenta que si_r (t) = 0 , esto es, si la magnitud del vector de posición es constante,
entonces recuperamos la expresión (1.10) que obtuvimos para el movimiento circular.

Vamos ahora a aplicar esto que acabamos de aprender a un simple problema que involucra un
movimiento rotacional y movimiento relativo.

Ejemplo 1.4. Considere una barra de masaM y longitud ` rota en torno a un eje que pasa por
el punto O, siendo su posición angular� (t) = �t 2. En ella hay una cuenta de masam que desliza
sin fricción y que tiene una rapidez respecto a la barra dada por� o.
Considere la base de vectores móviles en coorde-
nadas cilíndricas,f êr ;ê � ;êzg y determine, respec-

to al referencial inercial �jo con
n

{̂; |̂ ; k̂
o

:

(a) El vector posición de la cuenta como fun-
ción del tiempo.

(b) El vector velocidad de la cuenta como fun-
ción del tiempo.

(c) El vector aceleración de la cuenta como fun-
ción del tiempo.

Considere que parat = 0 la cuenta de masam se
encuentra en el puntoO.

|̂

{̂O
� (t)

êrê�

êz

Figura 1.6: Cuenta que desliza libremente so-
bre una barra rotante.

Resolución: En este problema se une el movimiento relativo de la cuenta respecto a la barra
y el movimiento rotacional de la barra en sí. Como veremos, es un ejemplo sencillo y directo para
aplicar lo que acabamos de aprender. Lo primero que debemos hacer es identi�car los recursos que
vamos a utilizar, de manera de usar directamente las expresiones para los vectores posición(1.18),
velocidad(1.19) y aceleración(1.20).

En cuanto al movimiento relativo de la cuenta respecto a la barra, se nos ha indicado que la
rapidez de éste es� o, por lo que es directo identi�car que este dato que nos han dado no es otro

11
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que _r (t). De esto, podemos darnos cuenta rápidamente que•r (t) = 0 y que, integrando una vez
respecto al tiempo y tomando que parar (t = 0) = 0 , r (t) = � o t. Con esto, de la expresión(1.18)
ya tenemos la respuesta a la primera parte:

(a) ~r (t) = � o t êr

Para la segunda parte, basta con que tengamos la expresión para la rapidez angular, que no es
otra que _� = 2�t , de manera que, usando(1.19), tenemos que

(b) _~r = � o êr + 2� o�t 2 ê �

Finalmente, dado que•� = 2� , de la expresión(1.20) identi�camos cada término:
2

6
4 �

��>
0

•r (t) � r (t)
|{z}
= � o t

_� 2(t)
| {z }

=(2 �t )2

3

7
5êr +

2

4 r (t)
|{z}
= � o t

•� (t)
|{z}
=2 �

+2 _r (t)
|{z}
= � o

_� (t)
|{z}
=2 �t

3

5ê �

de donde es directo obtener:

(c) •~r (t) = � 4� o� 2t3 êr + 6� o�t ê �

Para veri�car la consistencia de este último resultado, que a primera vista pudiera parecer un po-
co extraño, vamos a ver la dimensionalidad de cada término. Para ello empezamos por ver la de ca-
da una de las cantidades involucradas:� o, al ser una rapidez tiene unidades de[distancia]=[tiempo];
t evidentemente unidades de tiempo;� , por la expresión que de�ne� (adimensional), debe tener
[tiempo]� 2. De esta manera,

�
� o� 2t3

�
=

[distancia]
[tiempo]

1
�
[tiempo]2

� 2 [tiempo]3 =
[distancia]� � � � �[tiempo]3

[tiempo]���
2

5

=
[distancia]
[tiempo]2

;

que efectivamente son dimensiones de aceleración. Para el otro término, tenemos

�
� o�t

�
=

[distancia]
[tiempo]

1

[tiempo]2
[tiempo] =

[distancia]� � � � �[tiempo]

[tiempo]���
2

3

=
[distancia]
[tiempo]2

;

que nuevamente son dimensiones de aceleración.

1.4. Consideraciones Finales

Como comentamos anteriormente, la velocidad angular no es exactamente un vector sino algo
que denominamos �pseudo vector�. Como indicamos, no vamos a entrar en los detalles del porqué
se le diferencia e insistimos en que para todo efecto práctico de este curso lo vamos a considerar un
vector. Con esto en mente, podemos entrar a comentar algunas consecuencias del carácter vectorial
de ~! . La idea es completar algunos aspectos que ya fueron tratados en la Guía del Prof. Caicedo
[6], especialmente en la sección 3.2,El Carácter Vectorial de la Velocidad Angular .

12
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1.4.1. Eje instantáneo de rotación

En nuestro procedimiento para construir la base de vectores móviles, particularmente la base
cilíndrica, restringimos el movimiento a un plano, con una velocidad angular en la dirección normal
a dicho plano. Esto parece una sobre simpli�cación y una restricción excesiva de lo que ocurre
realmente. Pero como veremos más adelante, particularmente cuando estudiemos Fuerzas Centrales
y Gravitación Universal, esta aparente simpli�cación nos ayuda a describir física muy relevante.

Adicionalmente, hay que destacar que se puede demostrar que el movimiento rotacional gene-
ral ocurre instantáneamente de la manera en que la hemos descrito. Es decir, si estudiamos una
rotación general en un intervalo de tiempo�t in�nitesimal, basta que tengamos un vector uni-
tario n̂ para describir la dirección del eje instantáneo de rotación y el ángulo� que describe el
desplazamiento angular a lo largo de dicho eje en ese intervalo in�nitesimal de tiempo.

En una rotación general, ya el vector̂n , que de�ne la dirección del eje de rotación, no tiene
por qué ser �jo como los casos que hemos trabajado hasta los momentos. Puede tratarse de un
vector móvil como los que describimos al principio de este capítulo, que es el caso que trabajaremos
en el Ejemplo 1.5 , o puede tratarse de un vector cuyas componentes cartesianas sean funciones
continuas del tiempo, doblemente diferenciables.

En este curso, al ser un curso básico donde estamos empezando a estudiar rotaciones en el
contexto de sistemas de partículas y cuerpos rígidos, vamos a limitarnos a estudiar unos pocos
casos de ejes instantáneos de rotación, como sucederá en el caso del movimiento de rodadura
(rodar sin deslizar) y en casos sencillos en los que es directo escribir el eje en término de nuestros
vectores polares.

1.4.2. Adición de Velocidades Angulares

Una de las consecuencias del carácter vectorial de la velocidad angular es que podemos descom-
ponerla en distintas bases. Por ejemplo, podemos tener una velocidad angular total~! y podemos
expresarla en la base cartesiana como~! = ! x {̂ + ! y |̂ + ! z k̂ , o en una base de vectores móviles,
como la base de vectores cilíndricos, en cuyo caso tendríamos~! = ! r û r + ! � û � + ! z û z. Esto nos
será particularmente útil cuando estudiemos momentum angular y rígidos.

Por otro lado, si tenemos un sistema en el que se desarrolla un movimiento rotacional en
una dirección y adicionalmente observamos que en otra dirección, sea ésta perpendicular o no a la
primera, también ocurre una rotación, podemos escribir la velocidad angular como la suma vectorial
de las velocidades angulares de cada dirección del movimiento rotacional. ElEjemplo 12 (capítulo
3), en la pág. 63 de la mencionada guía del Prof. Caicedo [6], muestra claramente el poder y la
utilidad de lo que hemos trabajado en este primer capítulo en el contexto de la suma de velocidades
angulares. Un problema completamente análogo es el ejercicio PR-2.18 del problemario del Prof.
Douglas Figueroa [12]. Sin embargo, el procedimiento que se presenta en dicho problemario no
necesariamente resulta claro en todos sus pasos. Particularmente el resultado

d
dt

~! 2 = ~! 1 � ~! 2

que se presenta no es del todo claro de dónde se obtiene y pudiera confundirse con un resultado
general, una fórmula a emplear en otros problemas a resolver. Es por ello que queremos presentar

13
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a continuación los cálculos relativos a dicho problema, usando lo aprendido hasta ahora en este
capítulo.

Ejemplo 1.5. Basado en PR-2.18 del Problemario de Figueroa [12].

Un disco está montado sobre soportes �jos a una plata-
forma giratoria. El disco gira con una rapidez angular
! 2 alrededor del eje horizontal como se muestra en la
�gura 1.7, mientras que la plataforma gira con rapidez
angular ! 1 alrededor de su eje vertical. Con base en
esto, determine:

(a.) El vector velocidad angular.

(b.) El vector aceleración angular.

Resolución: Como indicamos con anterioridad, este
problema es análogo alEjemplo 12 de [6]. Por ello,
seguiremos el mismo enfoque. Lo primero es identi�car
las direcciones de~! 1 y ~! 2, ya que el enunciado nos da
las magnitudes de los mismos. En el caso de~! 1, es
directo darse cuenta que~! 1 = ! 1 k̂ = ! 1 û z. Basta ver
el montaje en la �gura adjunta.

z

! 1

! 2

Figura 1.7: Adición de Velocidades An-
gulares: Disco girando y montado sobre
mesa rotante.

El caso de~! 2 tal vez no sea tan directo darse cuenta. Pero recordemos lo que trabajamos al inicio
de este capítulo cuando de�nimos la base de vectores polares. Si hacemos eso, debe resultarnos fácil
darnos cuenta que podemos de�nir un vector̂u r (1.3) que sea paralelo el eje que sostiene al disco
con origen en el centro del mismo. Al darnos cuenta que esto es perfectamente posible, entonces
es directo concluir que~! 2 = ! 2û r . Por tanto, se tiene que:

~! = ~! 1 + ~! 2 =) (a:) ~! = ! 2û r + ! 1û z :

Para determinar la aceleración angular~� basta que calculemos la derivada temporal del~! que
acabamos de calcular:

d
dt

~! =
d
dt

(! 2û r ) +
� � � � ��* 0
d
dt

(! 1û z) = ! 2
d
dt

û r
| {z }
= _� û �

= ! 2
_�|{z}

= ! 1

û � =) (b:) ~� = ! 1 ! 2 û � :

A partir de esta expresión y, recordando las relaciones de producto de la base cilíndrica(1.14),
queû � = û z � û r , entonces es directo ver el porqué, en este problema, con las velocidades angulares
tal como están dadas, que podemos escribir la aceleración angular como

~� =
d
dt

~! 2 = ~! 1 � ~! 2 :
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1.5. Problemas

Problema 1.1. Una persona camina bajo la lluvia en línea recta con velocidad� o {̂ mientras un
paraguas en una mano y rotándolo con velocidad angular! o k̂ . El borde inferior del paraguas,
que consideramos una circunferencia de radioR, se mantiene a una distanciah �ja del piso.
Suponga que en un momento dado, una gota puntual de masa constante que está inicialmente
moviéndose solidaria con el paraguas se despega del mismo y sale en dirección+ {̂. Con base en
esta información, determine respecto a un referencial �jo con origen en el punto del suelo justo
debajo del eje del paraguas en el instante mismo en que se despega la gota lo siguiente:

(a.) El vector velocidad de la gota para todo tiempo desde el instante en que se despega del paraguas
hasta el instante que toca el suelo.

(b.) La distancia horizontal, medida en el suelo, recorrida por la gota.

Problema 1.2. Variación del problema 1 de la Guía [8]. Una partícula gira alrededor
del ejey con velocidad angular~! = �t 2 |̂ , donde � es una constante de dimensión apropiada en
unidades MKS. En el instantet = 1s, la partícula se encuentra en el punto con vector de posición
~r (t = 1s) = �

�
3̂{ + 2 |̂ + 4k̂

�
.

(a.) Halle el radio de la trayectoria circular de la partícula.

(b.) Determine para el instantet = 1s los vectores velocidad_~r (t = 1s) y aceleración•~r (t = 1s) en

la base cartesiana
n

{̂; |̂ ; k̂
o

.

(c.) Halle los vectores posición~r (t), velocidad_~r (t) y aceleración•~r (t) para todo tiempo en la base

cartesiana
n

{̂; |̂ ; k̂
o

.

Problema 1.3. Repita losEjemplos 1.1 y 1.3 considerando que el movimiento se desarrolla en
el planoY Z y que el vector posición de la partícula viene dado por

~r (t) = 2 A
h
sen

�
�t 2

�
|̂ + cos

�
�t 2

�
k̂

i
:

Problema 1.4. Repita el Ejemplo 1.4 pero considere ahora que la posición angular de la barra
viene dada por una función periódica. Use, por ejemplo,� (t) = A sen (�t + � ) y determine los
valores y dimensionalidad de las constantesA, � y � para que el movimiento se limite al plano
superior, es decir� (t) 2 [0; � ] para todo tiempot y que� (t = 0) = 0 .

Problema 1.5. Resuelva el problema 1 de la Guía [8].

Problema 1.6. Resuelva el problema 3 de la Guía [8].

Problema 1.7. Considere el sistema descrito en elEjemplo 1.5 . A partir de los resultados ahí
obtenidos, determine el vector unitariôn que determina la dirección del eje de rotación. Escriba
sus componentes en la base cartesiana

n
{̂; |̂ ; k̂

o
.
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Problema 1.8. Considere un montaje análogo al delEjemplo 1.4 donde sustituimos la barra por
un tubo ideal de masa despreciable, longitud` y radio interno ro. Dentro del tubo hay una esfera
de radio ro sujeta a un resorte ideal de manera que, respecto al tubo, ésta sigue un movimiento
oscilatorio armónico.
Considere la base de vectores móviles en coorde-
nadas cilíndricas,f êr ;ê � ;êzg y determine, respec-

to al referencial inercial �jo con
n

{̂; |̂ ; k̂
o

:

(a) El vector posición de la cuenta como fun-
ción del tiempo.

(b) El vector velocidad de la cuenta como fun-
ción del tiempo.

(c) El vector aceleración de la cuenta como fun-
ción del tiempo.

Considere que parat = 0 la cuenta de masam se
encuentra en el puntò =2, que es el punto alre-
dedor del cual se desarrolla el movimiento armó-
nico.

|̂

{̂O
� (t)

êrê�

êz

Figura 1.8: Masa que oscila armónicamente
dentro de un tubo rotante.
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Capítulo 2

Sistemas de Partículas

Hasta los momentos hemos analizado sistemas a los cuales reducimos a una partícula puntual.
Incluso en los típicos problemas que lanzamiento de proyectil que hemos resuelto desde los años
de bachillerato recordaremos que siempre consideramos a estos objetos como si fuesen partículas
puntuales. Sin importar si era una bala de cañón o un proyectil calibre .22, a todas las tratamos
como partículas puntuales.En problemas de caída libre, como los que se ejempli�can en las sesiones
de Demostraciones de Física, tratamos a objetos extendidos como partículas puntuales. Todos
recordarán en las sesiones de Demostración el ver caer una hoja de papel y una guía telefónica (o
al menos así lo recuerdo de mis años de estudiante de pregrado). A pesar de esta reducción que
hacemos en nuestra descripción matemática del fenómenos, vimos que se obtenían resultados que
era consistentes con la experiencia.

Esto nos hace pensar que debe existir un punto especial en estos objetos que permiten que esta
reducción en nuestra descripción sea correcta. ¾Cómo obtenerlo? En este capítulo vamos a empezar
a estudiar sistemas de varias partículas, empezando por el sistema más sencillo: dos partículas que
interactúan. Para ello vamos a seguir en varios aspectos el tratamiento dado en los capítulos 1 y 2
de la guía [6]. En algunos casos incluso haremos una transcripción directa de dicho texto (lo cual
señalaremos oportunamente). La idea de hacerlo es presentarles cada tema que requieran siguiendo
el orden del programa analítico del curso.

2.1. El problema de dos cuerpos

El sistema de partículas más sencillo que podemos analizar es justamente el compuesto por tan
sólo dos cuerpos que interactúan entre sí. En laFigura 2.1 presentamos el esquema del problema
que vamos a trabajar. En el origen del referencial se encuentra la fuente de una interacción externa
al sistema considerado.

Vamos a estudiar la dinámica de nuestro sistema, de manera que empezamos por escribir las
ecuaciones de movimiento de cada partícula:

m1
•~r 1 = ~F (ext)

1 + ~F21

m2
•~r 2 = ~F (ext)

2 + ~F12

)

; donde ~F21 = � ~F12| {z }
3ra: Ley de Newton

(2.1)

17



H. Albrecht Q. FS-1112: Física II

con ~F21 es la fuerza que ejerce el cuerpo 2 sobre el 1 y~F12 la que ejerce 1 sobre 2.

2.1.1. Centro de Masa

Dado que por acción y reacción se tiene que
~F21 = � ~F12, es directo darnos cuenta que si su-
mamos las dos ecuaciones de movimiento en (2.1),
simpli�camos los términos de las fuerzas internas:

m1
•~r 1 = ~F (ext)

1 + �
�~F21

m2
•~r 2 = ~F (ext)

2 + �
�~F12

m1
•~r 1 + m2

•~r 2 = ~F (ext)
1 + ~F (ext)

2 :

(2.2)

Si de�nimos M � m1+ m2, la masa total del siste-
ma, y dividimos ambos lados de nuestra ecuación
y además~F (ext)

T � ~F (ext)
1 + ~F (ext)

2 , tenemos que

m1
•~r 1 + m2

•~r 2

M
=

~F (ext)
T

M
: (2.3)

x

y

z

~r 1

~r 2

~r 12

Figura 2.1: Dos cuerpos que interactúan.

En la expresión que acabamos de obtener, está claro que ambos lados tienen dimensión de
aceleración. De hecho, que las ecuaciones de movimiento que escribimos en (2.1) son válidas para
masasm1 y m2 constantes, entonces debe ser bastante directo ver que podemos de�nir un vector

Centro de Masa : ~R �
m1~r 1 + m2~r 2

M
; (2.4)

tal que su segunda derivada temporal nos da el término del lado izquierdo en (2.3):

•~R =
d2

dt2

�
~R

�
=

d2

dt2

�
m1~r 1 + m2~r 2

M

�
=

m1
•~r 1 + m2

•~r 2

M
: (2.5)

De esta manera, la ecuación (2.3) podemos
reescribirla como:

•~R =
~F (ext)

T

M
=) M •~R = ~F (ext)

T (2.6)

y qué es esto si no la ecuación de movimien-
to de una partícula de masaM y vector de
posición ~R y sobre la que actúa una fuer-
za ~F (ext)

T . De esta manera, lo que estamos
consiguiendo es el resultado que nos permi-
te justi�car la reducción de la descripción de
cuerpos extendidos a una partícula puntual
que estuvimos desarrollando hasta ahora.

x

y

z

~r 1
m1

m2

~r 2

~R

Figura 2.2: Centro de Masa para dos cuerpos
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Pero, ¾es ésta una descripción completa de nuestro sistema? Por supuesto que no. Basta con
mirar las expresiones (2.1) y (2.6) y compararlas para darnos cuenta que en esta última no aparecen
los términos de las interacciones entre las partes de nuestro sistema ni el movimiento relativo entre
ellas. Y en esto justamente reside la limitación de lo que hacemos cuando estudiamos un cuerpo
extendido reduciéndolo a una partícula puntual: no podemos conocer nada acerca comportamiento
interno, la dinámica interna del sistema.

2.1.2. Dinámica interna en el problema de dos cuerpos

En algunos casos, una descripción en términos únicamente del centro de masa puede ser su�-
ciente, como vimos en el curso anterior. Sin embargo, en este curso vamos a querer ir más allá y
estudiar también la dinámica interna del sistema.

Para el caso que estamos estudiando en este momento, la dinámica interna la vamos a poder
describir de una manera sencilla. Para ello procedemos de forma análoga a como hicimos para
derivar nuestro vector~R del centro de masa.

Volvamos a las ecuaciones de movimiento (2.1) iniciales. Por simplicidad, vamos a considerar
ahora que se trata de dos cuerpos aislados, de manera que los términos correspondientes a las
fuerzas externas son nulos:~F (ext)

1 = 0 y ~F (ext)
2 = 0. Escribamos ahora nuevamente las ecuaciones

de movimiento:

m1
•~r 1 = ~F21

m2
•~r 2 = ~F12

=)

•~r 1 =
~F21

m1

•~r 2 =
~F12

m2

=) •~r 2 � •~r 1 =
~F12

m2
�

~F21

m1| {z }
= +

~F 12
m 1

=
�

1
m2

+
1

m1

�
~F12

=)
d2

dt2
(~r 2 � ~r 1)
| {z }

� ~r 12

=
�

1
m2

+
1

m1

�

| {z }
= � � 1

~F12

=) •~r 12 =
~F12

�
=) � •~r 12 = ~F12 (2.7)

Acá hemos llegado a una expresión que nuevamente es la ecuación de movimiento de una
partícula de masa� , de�nida como

� �
m1 m2

m1 + m2
(Masa Reducida) (2.8)

y vector de posición~r 12 bajo la acción de una fuerza~F12. Por los momentos no vamos a profundizar
más en la discusión de la dinámica de esta �partícula"de masa reducida, ya que queremos a avanzar
a sistemas deN partículas. El estudiante que esté interesado en profundizar al respecto lo invitamos
a leer lasección 1.1 (pág. 6) de la guía del Prof. Caicedo [6],sección 9.3 (pág. 247) de [9] y la
sección 5.7 (pág. 109) de [11].

Basta decir que estos resultados nos permiten describir el problema de dos cuerpos en términos
de las cantidades de las partículas físicasf m1;~r 1g y f m2;~r 2g o en términos de dos �partículas�
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etiquetadas con
n

M; ~R
o

y f �; ~r 12g. La ventaja que tiene esta última es que, aunque no se trata
de las partícula reales, nos permite separar la dinámica debido a fuerzas externas de la debida a
fuerzas internas.

2.2. Sistema de N partículas

Vamos ahora a estudiar un sistema deN partículas. Por
los momentos no vamos a especi�carN , en el sentido que
cuando se re�ere a unas pocas partículas, a varias o cuando
son muchas partículas (N ! 1 ) se usan métodos distintos,
sino que lo que vamos a estar interesados es en obtener una
expresión general para el Centro de Masa y a partir de allí
empezar a discutir otros aspectos relevantes para analizar
sistemas de partículas.
Lo primero que vamos a hacer es escribir esquemáticamente
las N ecuaciones de movimiento:

m1
•~r 1 = ~F (ext)

1 + ~F21 + � � � + ~F i 1 + � � � + ~FN 1 ;

m2
•~r 2 = ~F (ext)

2 + ~F12 + � � � + ~F i 2 + � � � + ~FN 2 ;
...

...

mi
•~r i = ~F (ext)

i + ~F1i + � � � � � � � � � � � � + ~FNi

...
...

mN
•~r N = ~F (ext)

N + ~F1N + � � � � � � + ~F (N � 1)N :

(2.9)

x

y

z

mi

~r i

Figura 2.3: Sistema deN partículas.

Tomemos la ecuación de movimiento de la partículai -ésima y vamos a reescribirla de forma
más compacta en término de una sumatoria:

mi
•~r i = ~F (ext)

i + ~F1i + ~F2i + � � � + ~FNi = ~F (ext)
i +

X

j 6= i

~F ji ; (2.10)

donde la sumatoria sobrej 6= i signi�ca que estamos sumando sobre todas lasN partículas
menos sobrei : j 6= i =) j = 1; : : : i � 1; i + i; : : : N . Esto es debido a que no existe un término de
fuerza ejercida por la partículai -ésima sobre sí misma (autointeracción). Si ahora sumamos todas
las ecuaciones de movimiento que tenemos en (2.9), escribiéndolas de la forma (2.10), entonces
obtendremos que:

m1
•~r 1 + � � � + mN

•~r N = ~F (ext)
1 + � � � + ~F (ext)

N +
X

j 6=1

~F j 1 + � � � +
X

j 6= N

~F jN ;

NX

i =1

mi
•~r i =

NX

i =1

~F (ext)
i +

NX

i =1

 
X

j 6= i

~F ji

!

:
(2.11)
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Si lo pensamos un momento debería ser bastante fácil darnos cuenta que el último término,
la doble sumatoria, debe anularse. ¾Por qué? Recordemos que en la sumatoria de las ecuaciones
de movimiento en el problema de dos cuerpos, ecuación (2.2), usamos la 3ra Ley de Newton para
anular ~F ji = � ~F ij . Esto mismo sucede en este caso, que para par de partículasi , j vamos a tener
tanto el término ~F ji como ~F ij :

NX

i =1

 
X

j 6= i

~F ji

!

= �
�~F21 + �

�~F12 + � � � + �
�~F ji + �

�~F ij + � � � = 0 :

De esta manera, la ecuación (2.11) se simpli�ca, quedando

NX

i =1

mi
•~r i =

NX

i =1

~F (ext)
i +

� � � � � � � �* 0
NX

i =1

 
X

j 6= i

~F ji

!

=)
NX

i =1

mi
•~r i =

NX

i =1

~F (ext)
i (2.12)

2.2.1. Centro de Masa

Análogo a lo que obtuvimos en el caso de dos cuerpos en la ecuación (2.3), si dividimos ambos
lados de esta expresión por la masa total del sistema, de�nida comoM �

P N
i =1 mi e introducimos

la siguiente generalización del vectorCentro de Masa (2.4) para N partículas

Centro de Masa :

Sistema deN partículas
~R �

P N
i =1 mi~r i

M
; (2.13)

entonces nuestra expresión (2.12) nos queda

NX

i =1

mi
•~r i =

M
M

NX

i =1

mi
•~r i = M

NX

i =1

mi
•~r i

M
= M •~R

~F (ext)
T �

NX

i =1

~F (ext)
i

9
>>>>>=

>>>>>;

=) M •~R = ~F (ext)
T

�
�
� : (2.14)

Nuevamente estamos obteniendo una expresión que equivale a la ecuación de movimiento de
una partícula de masaM y vector de posición~R, análoga a la que obtuvimos para el problema
de los dos cuerpos (2.6). Es decir, nuevamente estamos con�rmando que nuestro tratamiento de
reducir un cuerpo extendido a una partícula puntual nos permite analizar el efecto que tienen las
fuerzas externas sobre el cuerpo.

Pero esta simpli�cación de la descripción, como ya mencionamos antes, tiene un costo y es el
de no poder conocer nada de la dinámica interna del sistema. Sobre cómo describir la dinámica
interna en un sistema deN partículas hablaremos en la sección 2.5.

Por los momentos veamos un par de ejemplos sencillos de cálculo de~R para sistemas varias
partículas. El caso del cálculo para sistemas continuos lo dejaremos para el capítulo 3, en el que
vamos a trabajar Cuerpos Rígidos.
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Ejemplo 2.1. Cálculo del Centro de Masa para distribución discreta de partículas:
Veamos a continuación dos con�guraciones de varias partículas sobre el planoXY . En cada caso
debemos calcular el vector~R (2.13).

(a)

x

y

h

b
2m

O m

mm

Figura 2.4: Partículas puntuales en los vértices
de un rectángulo

(b)

x

y

h

m
O 2b m

4m

Figura 2.5: Partículas puntuales en los vértices
de un triángulo

Resolución: Empecemos por analizar la con�guración (a) mostrada en la Figura 2.4. Para
ello, etiquetamos las partículas, escribimos sus vectores posición~r i y usamos la expresión(2.13):

~r 1 = ~0 ; m1 = 2m ; Partícula en (0; 0)
~r 2 = b{̂ ; m2 = m ; Partícula en (b;0)
~r 3 = b{̂ + h |̂ ; m3 = m ; Partícula en (b; h)
~r 4 = h |̂ ; m4 = m ; Partícula en (0; h)

9
>>>=

>>>;

~R =
m1~r 1 + m2~r 2 + m3~r 3 + m4~r 4

m1 + m2 + m3 + m4

=
mb{̂ + m(b{̂ + h |̂ ) + mh |̂

5m

=
��m(2b{̂ + 2h |̂ )

5��m

(a) ~R =
2
5

(b{̂ + h |̂ ) :

Ahora trabajamos la con�guración (b) mostrada en la Figura 2.5, empezando nuevamente por
etiquetar las partículas y escribir sus vectores posición~r i para usar la expresión(2.13):

~r 1 = ~0 ; m1 = m ; Partícula en (0; 0)
~r 2 = 2b{̂ ; m2 = m ; Partícula en (2b;0)
~r 3 = b{̂ + h |̂ ; m3 = 4m ; Partícula en (b; h)

9
>=

>;

~R =
m1~r 1 + m2~r 2 + m3~r 3

m1 + m2 + m3

=
m(2b{̂) + (4 m)(b{̂ + h |̂ )

6m

=
��m(6b{̂ + 4h |̂ )

6��m
=

�2(3b{̂ + 2h |̂ )

���
3

6

(b) ~R =
1
3

(3b{̂ + 2h |̂ ) :
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2.3. Momentum Lineal

Como ya hemos comentado, el tratamiento que hemos usado anteriormente, en el que redujimos
cuerpos extendidos a una partícula puntual, está plenamente justi�cado ahora que hemos conocido
el concepto de centro de masa (2.13) y hallado que su ecuación de movimiento (2.14) corresponde
justamente a lo que estudiamos en cursos anteriores. Ahora vamos a querer conocer algunas can-
tidades relativas al sistema y relacionarlo con esas mismas cantidades escritas de alguna forma en
término del centro de masa.

Empecemos por elMomentum Lineal 1, en particular por el momentum lineal total de nuestro
sistema. Debe ser inmediato para todos que éste no es más que la suma de todos los momenta
lineales de lasN partículas de nuestro sistema:

~pT = ~p1 + ~p2 + � � � + ~pN =
NX

i =1

~p i : (2.15)

Si recordamos que estamos trabajando con partículas de masa constante, entonces tenemos que

~pT =
NX

i =1

mi
_~r i (2.16)

Ahora bien, dado que hemos hablado de que en cierto sentido podemos tratar al centro de masa
como si fuese una partícula, está claro que debemos poder de�nir su momentum lineal de forma
análoga a como hacemos con una partícula puntual:

~P � M _~R
�
� : (2.17)

Si vemos la expresión (2.16) del momentum lineal total y esta expresión que acabamos de escri-
bir, recordando la de�nición de ~R, entonces nos daremos cuenta que estas dos cantidades están
estrechamente relacionadas:

~P = M _~R =
d
dt

�
~R

�
=

d
dt

� P
mi~r i

M

�
= � �M

P
mi

_~r i

� �M
=

NX

i =1

mi
_~r i =) ~P = ~pT

�
�
� : (2.18)

A partir de la de�nición del momentum lineal del centro de masa (2.17), deber ser directo
darnos cuenta que la ecuación de movimiento del centro de masa (2.14) la podemos escribir como:

M •~R = ~F (ext)
T

M •~R =
d
dt

�
M _~R

�
=

d
dt

~P

9
=

;
=) _~P = ~F (ext)

T

�
�
� (2.19)

De esta manera tenemos que el momentum lineal total de un sistema deN partículas obedece
una ley de movimiento, dada en (2.19), que depende únicamente de las fuerza externa neta que
esté actuando sobre el sistema. Esto, como veremos a continuación, nos va a permitir determinar
situaciones en las que el momentum lineal total, o alguna de sus componentes, sea una cantidad
conservada.

1Se recomienda al estudiante leer con detalle lasección 2.2 (pág. 43) de [6].
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2.3.1. Conservación del Momentum Lineal

De la expresión (2.19) es directo darnos cuenta que si la fuerza externa total que actúa sobre
el sistema es nula, entonces el momentum lineal del centro de masa es constante:

d
dt

~P = ~F (ext)
T

~F (ext)
T = ~0

9
=

;
=)

d
dt

~P = ~0 =) ~P = const:
�
� (2.20)

Dado que estamos lidiando con sistemas de masa constante, esto implica también que la velocidad

del centro de masa,_~R, es constante.
Pensemos ahora que la fuerza no es la fuerza externa total es nula, sino que alguna de las

componentes de ésta es nula. Planteemos esto en el sentido más general y digamos quen̂ es un
vector constante en tal que la fuerza externa total es nula, esto es,~F (ext)

T � n̂ = 0. Está claro que
si n̂ es un vector constante, siempre podemos escoger nuestro referencial inercial de manera quen̂
sea uno de los vectores de la base cartesiana

n
{̂; |̂ ; k̂

o
.

Tomemos nuevamente la ecuación (2.19) y multipliquemos escalarmente ambos lados por el
vector unitario constanten̂ :

�
d
dt

~P = ~F (ext)
T

�
� n̂ �!

�
d
dt

~P
�

� n̂ = ~F (ext)
T � n̂

=)
d
dt

�
~P � n̂

�

| {z }
= Pn

= ~F (ext)
T � n̂

| {z }
= 0

=)
dPn

dt
= 0

=) Pn = const:
�
�

(2.21)

Ejemplo 2.2. Una persona de masaM patina sobre una pista de hielo a velocidad constante
~v = vo {̂. En una mano sostiene una piedra de �curling2� de masam. En un momento dado arroja
lal bola con una velocidad, respecto a sí mismo, dada por~� = � � b̂{. ¾Cuál es la velocidad �nal,
medida respecto al piso, de la persona?

Respuesta: Lo primero que debemos darnos cuenta es que el hecho de que la persona esté
patinando sobre hielo implica que podemos despreciar la fricción entre el patín y el hielo. Por lo
tanto, en la dirección en la que se está desarrollando el movimiento no hay una fuerza externa
actuando3. Esto implica que la componentePx del momentum lineal total se conserva. Lo otro
que debemos darnos cuenta es que en el enunciado nos dan una velocidad medida por la persona
que patina, por lo que hay movimiento relativo que debemos tomar en cuenta cuando escribamos
nuestra ecuaciones.

Empecemos por etiquetar nuestros personajes: La velocidad �nal de la persona la vamos a
denotar ~v f y a la de la piedra,~vp. Como dijimos anteriormente, el momentum lineal total en la

2El curling un deporte olímpico que se practica sobre hielo y adopta los principios básicos de las bolas criollas.
La piedra, generalmente de granito pulido y de 20 Kg, es `lanzada' por un jugador, que la desliza sobre un carril
estrecho de 45,5m de largo y 4,75m de ancho, mientras el resto del equipo va puliendo el hielo a su paso con unos
cepillos especiales.

3Como solemos hacer en los problemas de física básica, estamos despreciando la resistencia del aire.
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dirección {̂ se conserva, por lo que~P (in ) = ~P (f in ) :

~P (in ) = ~P (f in )

(M + m)~vo = M ~v f + m~vb ; (usamos~vb = ~� + ~v f )

(M + m)~vo = M ~v f + m(~� + ~v f ) ; (usamos~v f = vf {̂)

(M + m)vo{̂ = Mv f {̂ + m(� � o{̂ + vf {̂); (multiplicamos escalarmente a ambos por̂{)

(M + m)vo = Mv f + m(vf � � o); (agrupamosvf )

(M + m)vo = ( M + m)vf � m� o;

(M + m)vo + m� o = ( M + m)vf ; (despejamosvf )

~v f =
(M + m)vo + m� o

M + m
{̂

2.4. Energía Cinética

Ahora queremos estudiar la cuestión de la energía cinética en un sistema de partículas4. Por
simplicidad nos vamos a limitar a presentar el caso de un sistema de dos partículas, pero la
exptensión aN partículas es inmediata. Vamos a seguir de cerca el tratamiento que se hace del
tema en lasección 9.5 de [9].

Empecemos por escribir nuevamente las ecuaciones de movimiento para el problema de dos
cuerpos, como hicimos en (2.1), y vamos a estudiar el cambio que produce un desplazamiento
in�nitesimal d~r i para cada partícula, que es el que ocurre en un intervalo de tiempodt. Para ello,
multiplicamos escalarmente pord~r i ambos lados de las ecuaciones de movimiento, obteniendo:

h
m1

•~r 1 = ~F (ext)
1 + ~F21

i
� d~r 1

h
m2

•~r 2 = ~F (ext)
2 + ~F12

i
� d~r 2

9
=

;
=)

m1
•~r 1 � d~r 1 = ~F (ext)

1 � d~r 1 + ~F21 � d~r 1 ;

m2
•~r 2 � d~r 2 = ~F (ext)

2 � d~r 2 + ~F12 � d~r 2 :
(2.22)

Debería ser directo darnos cuenta qued~r i = _~r i dt.
Ahora procedemos a sumar las ecuaciones obtenidas, de manera que tenemos que:

m1
•~r 1 � d~r 1 = ~F (ext)

1 � d~r 1 + ~F21 � d~r 1

m2
•~r 2 � d~r 2 = ~F (ext)

2 � d~r 2 + ~F12 � d~r 2

m1
•~r 1 � d~r 1 + m2

•~r 2 � d~r 2 = ~F (ext)
1 � d~r 1 + ~F (ext)

2 � d~r 2| {z }
Fuerzas externas

+ ~F21 � d~r 1 + ~F12 � d~r 2| {z }
Fuerzas internas

;

(2.23)

donde hemos agrupado de manera separada los términos debidos a fuerzas internas de los debidos
a fuerzas externas. Vamos a trabajar cada grupo de términos por separado. Empecemos por el

4De particular utilidad para el estudiante va a ser repasar elcapítulo 9 de [5] y estudiar lasección 9.5 de [9].
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lado izquierdo:

mi
•~r i � d~r i : •~r i =

d
dt

_~r i =) •~r i � d~r i =
d_~r i

dt
� d~r i = d _~r i �

d~r i

dt
= _~r i � d_~r i :

Si de�nimos vi � j _~r i j, entonces

mi
•~r i � d~r i = mi vi d vi (2.24)

El primer término del lado derecho de (2.23) lo dejamos expresado tal cual y pasamos a analizar
el segundo, referido a las fuerzas internas:

~F21 � d~r 1 + ~F12 � d~r 2 : ~F21 � d~r 1 + ~F12 � d~r 2 = � ~F12 � d~r 1 + ~F12 � d~r 2

= ~F12 � (d~r 2 � d~r 1)

= ~F12 � d (~r 2 � ~r 1)
| {z }
~r 12 = ~r 2 � ~r 1

Por tanto, se tiene que
~F21 � d~r 1 + ~F12 � d~r 2 = ~F12 � d~r 12 (2.25)

Con estos resultado, podemos reescribir (2.23) como

m1v1 d v1 + m2v2 d v2 = ~F (ext)
1 � d~r 1 + ~F (ext)

2 � d~r 2| {z }
Fuerzas externas

+ ~F12 � d~r 12| {z }
Fuerzas internas

: (2.26)

¾Cuál es la utilidad de esta igualdad que acabamos de conseguir? Si nos �jamos bien en la expresión
obtenida, no nos debe costar mucho trabajo reconocer los diferenciales que están allí presentes. Del
lado izquierdo tenemos la suma de dos diferenciales de energía cinéticadK i = d

�
1
2mi v2

i

�
= mi vi d vi

mientras que del lado derecho reconocemos los integrandos de cuando calculamos el trabajo realiza-
do por una fuerza. De esta manera, integramos a ambos lados de (2.26) entre dos con�guraciones5

A y B

Z v( B )
1

v( A )
1

m1v1 d v1 +
Z v( B )

2

v( A )
2

m2v2 d v2 =
Z

C

�
~F (ext)

1 � d~r 1 + ~F (ext)
2 � d~r 2

�

| {z }
W (ext)

+
Z

C

~F12 � d~r 12

| {z }
W (int)

dondev(A )
i y v(B )

i es la rapidez cuando el sistema está enA B , respectivamente, y la integral
R

C es
la integral de camino que conecta las con�guracionesA y B del sistema siguiendo la trayectoria
con la que el sistema evolucionó deA a B. De esta manera obtenemos que

� K 1 + � K 2 = W (ext) + W (int) (2.27)

5Por con�guración del sistema nos referimos al conjunto de etiquetas
n

mi ;~r i ; _~r i

o
que tienen todas las partículas

del sistema en un instante dado.
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donde� K i = K (B )
i � K (B )

i y K i = 1
2mi v2

i .
La extensión de esta expresión a un sistema deN partículas es inmediata, especialmente si

W (int) lo pensamos en término de pares de partículas, como hicimos para llegar a la expresión
(2.12):

� K T = W (ext) + W (int)
�
�
� ; (2.28)

donde

K T �
NX

i =1

� K i ; W (ext)
T �

NX

i =1

W (ext)
i :

La relación (2.28) no expresa otra cosa que el hecho ya conocido de que el cambio de energía
cinética de un sistema de partículas es igual al trabajo total realizado por las fuerzas externas más
el trabajo realizado por las fuerzas internas del sistema. Es completamente análogo a lo que tenemos
para una sola partícula, con el añadido de que ahora nos aparecen las interacciones internas del
sistema.

Por último, el término W (int) merece que dediquemos unas líneas en su análisis, particularmente
porque nos será conceptualmente útil más adelante. Todos recordarán de el curso anterior que
cuando una fuerza es conservativa, el trabajo realizado por la misma no depende de la trayectoria
que sigue la partícula y se puede de�nir una energía potencial. En el caso que nos atañe en este
momento, que son los sistemas de partículas, generalmente sucede que las fuerzas internas son de
tipo conservativas, de manera que se puede de�nir una energía potencial internaE (int)

p . Con esto
se tiene que podemos de�nir unaEnergía Interna (o Propia) del sistema

U = K T + E (int)
p

�
�
� (2.29)

Si unimos este resultado con el obtenido en (2.28), entonces se tiene que

� U = W (ext)
T

�
�
� (2.30)

por lo que el cambio de la Energía Interna de un sistema es igual al trabajo realizado por las
fuerzas externas. De esto, inmediatamente se deriva una ley de conservación:la Energía Interna
de un sistema aislado permanece constante .

De esto seguiremos discutiendo más en detalle en su momento y el estudiante que quiera
profundizar en esto puede leer lasección 9.6 de [9]. Vamos ahora a trabajar un ejemplo para aplicar
lo que hemos aprendido hasta los momentos. El sistema que vamos a analizar es el presentado en
el Ejemplo 10 (pág. 48) y Ejemplo 11 (pág. 51) de [6].

Ejemplo 2.3. Dos partículas unidas por una barra ideal: Consideremos un sistema com-
puesto por dos partículas, cada una de masam, sujetas por una barra ideal de masa despreciable y
longitud 2`. El sistema se encuentra sobre una super�cie horizontal perfectamente lisa, de manera
tal que podemos despreciar el roce entre las partículas y la super�cie. La barra se encuentra engan-
chada en su centro por un cierto mecanismo tal que éste la puede mover en cualquier dirección de
la mesa.
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z

x

y

�

Figura 2.6: Dos masas unidas por una barra ideal
que deslizan sobre una super�cie.

A partir de un cierto instante, el centro de la
barra se mueve con velocidad constantevo{̂ y
las masas empiezan a girar respecto al centro
con una rapidez angular! o.
Determine los vectores posición~r i y veloci-
dad _~r i de cada partícula, así como el vector
de posición relativa~r 12. Finalmente, deter-
mine la energía cinética totalK T del siste-
ma.

Resolución: De acuerdo al enunciado, el
centro de la barra se mueve a velocidad cons-
tante, por lo que podemos �jar allí el origen
de un referencial inercial para describir el
movimiento de las masas y luego sumar el
movimiento relativo respecto a un origen �-
jo en la mesa:

~r c = vot {̂ vector de posición del centro de la barra. =) ~r i = ~r c + ~r (c)
i :

Dicho esto, ahora debemos que �jar algunas can-
tidades relacionadas con las condiciones iniciales
que nos deja libre el enunciado. Por ejemplo, to-
memost = 0 el instante a partir del cual el cen-
tro de la barra empieza a moverse con velocidad
constante. También tenemos la posición angular
inicial de la barra. Por simplicidad podemos to-
mar � (t = 0) = 0 , pero en este consideremos
� (t = 0) = �= 2 y de�nimos � como el ángulo
complementario � (t) = �= 2 � � (t). Veamos qué
implicaciones tiene esto para de�nir la base de
vectores móviles(1.3) y (1.6) en el planoXY en
el que se desarrolla el movimiento. Es directo dar-
nos cuenta, a partir de las de�niciones de dichos
vectores y de la �gura 2.7, que:

û r = sen� {̂ + cos� |̂ ;

û � = cos� {̂ � sen� |̂ :

Igualmente debe resultarnos directo ver que_� =
! o.

~r c _~r c x

y y0

�

O

Figura 2.7: Vista superior de las dos masas
unidas por una barra ideal.

La manera en que vamos a etiquetar las masas es que la que está en el plano superior en la
�gura 2.7 será 1 y la otra 2. De esta manera, es directo escribir

~r 1 = ~r c + ` û r ; =) ~r 1 = vot {̂ + ` û r

�
� ; _~r 1 = vo {̂ + `! o û �

�
� :
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Para la partícula 2 debe ser más o menos inmediato darnos cuenta que~r (c)
2 = � û r , de manera que

~r 2 = ~r c � ` û r ; =) ~r 2 = vot {̂ � ` û r

�
� ; _~r 2 = vo {̂ � `! o û �

�
� :

Ahora escribimos el vector~r 12:

~r 12 = ~r 2 � ~r 1 =
�

��~r c � ` û r
�

�
�

��~r c + ` û r
�

=) ~r 12 = � 2` û r

�
� :

Ahora nos falta calcular la Energía Cinética total del sistema:

K T =
1
2

m
�

_~r 1 � _~r 1

�
+

1
2

m
�

_~r 2 � _~r 2

�

=
1
2

m[(vo {̂ + `! o û � ) � (vo {̂ + `! o û � )] +
1
2

m[(vo {̂ � `! o û � ) � (vo {̂ � `! o û � )]

=
1
2

m
�
v2

o + ( `! o)
2�

+
1
2

m
�
v2

o + ( `! o)
2�

;

de donde �nalmente se tiene que

K T = m
�
v2

o + ( `! o)
2� i

Aunque tal vez no sea de inmediato evidente por la forma en que se escribieron las respuestas del
ejemplo anterior, pero si los analizamos un momento veremos que los resultados nos muestran que
obtuvimos expresiones que describían el movimiento del centro de masa y el movimiento relativo
a éste. ¾Cómo es esto? Recordemos que el vector posición de las partículas decidimos escribirlo
como~r i = ~r c + ~r (c)

i . Aunque no hemos analizado todavía el caso de cuerpos rígidos, el hecho de
que la barra sea de masa despreciable de darnos a entender que podemos usar la expresión (2.4)
de forma directa y que el resultado de ello será que~R = ~r c. De ello debe ser inmediato darnos
cuenta que los vectores~r (c)

i están relacionados con la dinámica interna, en este caso puramente
rotacional, de las partículas. Con esto en mente, procedamos a discutir elReferencial Centro
de Masa y discutamos su relación con la descripción de la dinámica interna.

2.5. Dinámica Interna: Referencial CM

La descripción de la dinámica interna para el problema de dos cuerpos surgió naturalmente de
las mismas ecuaciones de movimiento de manera parecida a como conseguimos el centro de masa.
Sin embargo, esa manera de proceder no la podemos extender directamente a un sistema deN
partículas. Nos quedaría una colección de vectores de posiciones relativas de pares de partículas
que no es lo que queremos.

¾Qué hacer? Lo que necesitamos es poder conseguir un punto especial relacionado con el sistema
en el que podamos �jar un referencial, de manera que el vector de posición de cada partícula medido
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en él nos de información de la dinámica interna. Pero la cuestión es, ¾cuál va a ser ese punto que
escogeremos para centrar dicho referencial? Creo que la respuesta a esto debe ser bastante obvia
si re�exionamos sobre lo que hemos aprendido anteriormente en este capítulo: el centro de masa.

Vamos a empezar por escribir el vector posición de
la partícula i -ésima de la siguiente forma

~r i = ~R + ~r (cm)
i =) ~r (cm)

i = ~r i � ~R ; (2.31)

donde~r (cm)
i es el vector de posición de la partículai -

ésima relativo al centro de masa. De esta expresión es
directo calcular el vector velocidad:

_~r i = _~R + _~r (cm)
i =) _~r (cm)

i = _~r i � _~R ; (2.32)

de donde resulta sencillo escribir su momentum lineal
respecto al centro de masa:

~p (cm)
i = mi

_~r (cm)
i = mi

_~r i � mi
_~R = ~p i � mi

_~R : (2.33)

x

y

z

x0

y0

z0

~R

~r i ~r (cm)
i

Figura 2.8: Referencial Centro de Masa

Ahora que ya tenemos la expresión para el momentum lineal de la partículai -ésima, vamos a
sumar a ambos lados de la expresión (2.33) sobre todas lasN partículas y veamos qué obtenemos:

NX

i =1

~p (cm)
i

| {z }
= ~p (cm)

T

=
NX

i =1

~p i

| {z }
= ~p T

�
NX

i =1

�
mi

_~R
�

~p (cm)
T

= ~pT �

 
NX

i =1

mi

!

| {z }
= M

_~R

9
>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>;

=) ~p (cm)
T

= � �~pT � �
� �

M _~R| {z }
= ~P

=) ~p (cm)
T

= ~0
i

: (2.34)

De esta manera vemos que el momentum total medido en el referencial centro de masa es nulo. De
hecho en lasección 2.4 (pág. 53) de la guía [6], este referencial es presentado justamente como
El Referencial de Momentum Cero. Veamos un ejemplo para ilustrar su utilidad e interés.

Ejemplo 2.4. Un juguete pirotécnico de masaM que se encuentra suspendido de un techo gracias
a una cuerda ideal estalla en tres trozos. Dos de ellos, de masaM=4 cada uno, salen disparados
con velocidades iniciales

~v (1)
o =

v1p
2

({̂ + |̂ ) � v2 k̂ y ~v (2)
o = �

v1p
2

({̂ + |̂ ) �
v2

2
k̂ ;

respectivamente. ¾Cuál será la velocidad inicial del movimiento del tercer trozo?

Resolución: De acuerdo al resultado que obtuvimos en(2.34), sabemos que para los tres trozos
del juego pirotécnico, al instante de la explosión, debe cumplirse que

~p (cm)
1 + ~p (cm)

2 + ~p (cm)
3 = ~0 =) ; ~p (cm)

3 = � ~p (cm)
1 � ~p (cm)

2 :
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Adicionalmente tenemos queM = m1 + m2 + m3 = 2( M=4) + m3, por lo quem3 = M=2. De esta
manera, tenemos que

~p (cm)
3 = � ~p (cm)

1 � ~p (cm)
2 = � m1 ~v (1)

o � m2 ~v (2)
o

m3 ~v (3)
o = �

M
4

�
v1p

2
({̂ + |̂ ) + v2 k̂

�
�

M
4

�
�

v1p
2

({̂ + |̂ ) +
v2

2
k̂

�

M
2

~v (3)
o = �

M
4

�

� � � � � �v1p
2

({̂ + |̂ ) + v2 k̂ �
� � � � � �v1p

2
({̂ + |̂ ) +

v2

2
k̂

�

� �M

�2
~v (3)

o = � � �M
4

�
3

�2
v2 k̂

�
=) ~v (3)

o = �
3
4

v2 k̂

#

Vamos a estudiar nuevamente la energía cinética de un sistema deN partículas, pero esta vez
nos vamos a enfocar en separar el movimiento del centro de masa y el que realizan las partículas
respecto a éste. Para ello, empecemos por calcular_~r i � _~r i para la partícula i -ésima usando (2.32):

_~r i � _~r i =
� _~R + _~r (cm)

i

�
�
� _~R + _~r (cm)

i

�
= _~R � _~R + _~R � _~r (cm)

i + _~r (cm)
i � _~R + _~r (cm)

i � _~r (cm)
i

= _~R � _~R + 2 _~r (cm)
i � _~R + _~r (cm)

i � _~r (cm)
i :

(2.35)

Con esta expresión, escribimos la energía cinéticaK i de la partícula i -ésima y sumamos sobre
todas las partículas de manera de obtener la energía cinética totalK T :

K T =
NX

i =1

K i =
NX

i =1

1
2

mi
_~r i � _~r i

=
NX

i =1

1
2

mi

� _~R � _~R + 2 _~r (cm)
i � _~R + _~r (cm)

i � _~r (cm)
i

�

=
1
2

NX

i =1

mi
_~R � _~R +

NX

i =1

mi
_~r (cm)
i � _~R +

1
2

NX

i =1

mi
_~r (cm)
i � _~r (cm)

i

=
1
2

M _~R � _~R +
� � � � � � � ��*

~0 
NX

i =1

mi
_~r (cm)
i

!

| {z }
= ~p (cm)

T

� _~R +
1
2

NX

i =1

mi
_~r (cm)
i � _~r (cm)

i

=
1
2

M _~R � _~R +
1
2

NX

i =1

mi
_~r (cm)
i � _~r (cm)

i ;

(2.36)

que no es más que suma de la energía cinética del centro de masa,

K CM �
1
2

M _~R � _~R ; (2.37)
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más la energía cinética total de las partículas en su movimiento respecto al centro de masa,

K (cm)
T �

1
2

NX

i =1

mi
_~r (cm)
i � _~r (cm)

i : (2.38)

De esta manera, tenemos que

K T = K CM + K (cm)
T

i
(2.39)

Volvamos al planteamiento delEjemplo 2.3 . Como dijimos, es directo darnos cuenta que
~r c = ~R y que~r (cm)

i = � û r . Dado que en ese casoM = 2m, de la expresión �nal que obtuvimos es
claro queK CM = mv2

o y K (cm)
T = m`2! 2

o. En este caso, además, la separación entre centro de masa
y movimiento relativo también resultó en términos que corresponden un movimiento puramente
traslacional y a uno puramente rotacional. Sobre esta expresión de energía cinética rotacional
volveremos en el capítulo 4, cuando introduzcamos el momentum angular.

2.6. Problemas

Problema 2.1. Cálculo del Centro de Masa: Considere las tres con�guraciones que se pre-
sentan a continuación y determine el vector~R respecto al referencial indicado en cada caso. En
todos los casos se trata de triángulos isósceles.

(a)

x

y
3m

2m m

m 2m

b

b

�

(b)

x

y
3m

2m 2m

m mb

b
2

�

(c)

x

y

3m

2m

m m

2m

b

b
2

�

Figura 2.9: Cálculo del Centro de Masa: Tres con�guraciones.

Problema 2.2. Demuestre que el centro de masa de un sistema deN partículas de masa totalM
formado por � subsistemas cada uno de masasM 1, M 2, ..., M � y N1, N2,..., N � partículas (conP

N i = N ), respectivamente, se encuentra localizado en la posición que correspondería a la del
centro de masa de� partículas de masasM 1, M 2, ..., M � localizadas en los centros de masa de
cada subsistema.
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Problema 2.3. Un perro de masam está parado sobre un bote de fondo plano de manera que su
distancia inicial hasta el muelle es̀o. El perro camina una distancias por el bote hacia la orilla
y luego se detiene. Sabiendo que la masa del bote esM y suponiendo que no hay roce entre el bote
y el agua, ¾cuál será la distancia que separa al perro y el muelle al �nal del movimiento?

Problema 2.4. Dos mellizos completamente idénticos se encuentran en los extremos de un bote
de longitud` que se encuentra inicialmente en reposo. El extremo del bote más cercano a la orilla
está a una distanciad de un embarcadero. En un momento dado, el mellizo más alejado de la orilla
se mueve hacia el otro, quedando a una distanciad0 del embarcadero. ¾Cuál será la nueva posición
-respecto al embarcadero- del navegante que permaneció sentado? Por simplicidad, considere que
la masa del bote es despreciable y que no hay roce entre éste y el agua.

Problema 2.5. Resuelva elproblema 5 de [8].

Problema 2.6. Resuelva elproblema 7 de [8].

Problema 2.7. Partículas sobre un aro de radio variable: Tres partículas, de masam cada
una, deslizan con rapidez angular constante! o a lo largo de un aro de masa despreciable cuyo
radio varía segúnRa(t) = Ao

�
1 + 1

2 sen (
 ot)
�
, dondeAo y 
 o son constantes y tienen dimensiones

de distancia y frecuencia, respectivamente. El aro se encuentra en el planoXY , con su centro en
una posición �ja respecto a un referencial inercial. En todo momento las partículas se encuentran
en los vértices de un triángulo equilátero. Con base en esto, determine:

(a.) Los vectores posición~r i , velocidad _~r i y aceleración•~r i de cada partícula.

(b.) La Energía cinética de cada partícula y total.

Ra(t)

! o

Figura 2.10: Partículas que deslizan a lo largo de un aro de radio variable.

Problema 2.8. Considere el juguete pirotécnico delEjemplo 2.4 . Dadas las las velocidades
iniciales allí indicadas~v (1)

o y ~v (2)
o junto al resultado obtenido de~v (3)

o , determine la energía potencial
del explosivo usado en la manufactura de dicho juguete pirotécnico.
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Capítulo 3

Cuerpos Rígidos: Introducción

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que queremos decir cuando hablamos de unCuerpo
Rígido. En general pensamos en una pieza de acero o algún otro material sólido de cierta dureza.
Si estuviéramos ahora mismo en el salón de clase, pudiéramos señalar los pupitres, la mesa, la
pizarra o las paredes del salón como ejemplos. Procedamos entonces a dar una de�nición formal:
Un cuerpo rígido es un sistema de partículas en el que, para todo par con vectores posición~r i y
~r j (i 6= j ), se cumple que

j~r j � ~r i j = cij (constante) 8 i 6= j : (3.1)

Esto, sin embargo, no es sino una aproximación. Si golpeamos una viga de acero escucharemos un
sonido producto de la vibración del metal. El hecho de que el sonido se pueda propagar a lo largo
de materiales que podríamos considerar como cuerpos rígidos hace ver que considerarlos como tales
no es sino una aproximación. El objeto real es en realidad deformable, aunque estas deformaciones
puede que nos sean imperceptibles a simple vista. Inclusive si pensamos en una estructura como
un edi�cio, un puente o incluso el asfalto o el piso de concreto o roca, nuestra primera noción sería
considerarlos como objetos rígidos. Sin embargo, basta un sismo para hacernos entender que no
lo son, que las ondas sísmicas se propagan porque hay procesos de compresión y elongación en el
material, entre otros, que permiten que la onda se propague a través de él.

Pero las aproximaciones tienen tanto un rango de validez como también un objetivo. Un mapa
de una país nos sirve si estamos buscando un estado o región, tal vez una ciudad grande, pero si
queremos ubicar una calle en X ciudad, deberíamos buscarnos una mapa de dicha ciudad. Y en
sentido inverso sucede lo mismo. Si queremos buscar una ciudad Y, pero lo que tenemos a mano es
un mapa cuya resolución es tal que nos permite distinguir edi�caciones en la ciudad X, hasta que
logremos ubicar la otra ciudad que buscamos pasará mucho rato. Sucede de manera similar con la
descripción de un cuerpo físico. Si estamos interesados en describir una pared en una situación de
equilibrio estático, por ejemplo, sin pensar en propagación de ondas sísmicas nos sirve pensar en
un rígido. Igualmente si estamos realizando una observación macroscópica, como las que hacemos
en estos cursos básicos, podemos considerar a la pared como una distribución continua de materia
y no nos interesa entrar en el detalle que en realidad esa pared está formada por moléculas que a
su vez están formadas por átomos, etc.

Empecemos entonces este capítulo con la discusión de sistemas continuos de materia. Dado que
esto no es sino una extensión de nuestra descripción de Sistemas de Partículas, vamos a ir tomando
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los resultados previos y entrar en las especi�cidades de sistemas continuos de materia.

3.1. Centro de Masa

En la sección 2.2.1 ya conseguimos un resultado para el centro de masa de un sistema deN
partículas, dado en la ecuación (2.13)

x

y

z

�

~R

~r (x; y; z)

Figura 3.1: Elemento de masa en una
distribución continua

~R =
1

M

NX

i =1

mi~r i :

Si queremos considerar un sistema continuo, lo que
debemos hacer ahora es pensar en seccionar nuestro
sistema continuo en elementos de masa cada vez más
pequeños, cada uno con un vector posición~r i y masa
(�m ) i . A medida que hagamos más pequeños nuestros
elementos pasaremos del discreto al continuo, lo que
implica que tendremos

~r i �! ~r (x); mi �! dm ;
NX

i =1

�!
Z

dV ;

(3.2)
donde~r (x) se re�ere al vector posición del punto de
coordenadasx = ( x; y; z) y donde dm es la densidad
de masa, que discutiremos en la siguiente sección.

Así como habíamos de�nido la masa total como una sumatoria, en el caso continuo pasamos a
una integral

M =
NX

i =1

mi ����! M =
Z

V
dm ; (3.3)

donde la integral es sobre todo el volumenV del rígido.

3.1.1. Densidad de Masa

Al igual que con la noción de rígidos, todos tenemos una noción de lo que es la densidad,
especialmente para el caso de sistemas homogéneos:

� =
M
V

(3.4)

dondeM es la masa total del cuerpo yV su volumen total. Sin embargo, la distribución de masa no
necesariamente tiene por qué ser igual a lo largo y ancho de todo el rígido, por lo que la expresión
(3.4) es un promedio global de la densidad,h� i . ¾Cómo describimos entonces una densidad que
me permita obtener la funcionalidad de la distribución de masa en el sistema estudiado? Pense-
mos justamente en cómo acabamos de hacer para pasar del sistema discreto al sistema continuo:
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consideremos un elemento in�nitesimal de masa(�m ) i y el volumen in�nitesimal que éste ocupa,
(�V ) i

� = l��m
�V ! 0

�m
�V

����! � =
dm
dV

; (3.5)

de donde ahora debe ser claro que podemos escribir

dm = � dV : (3.6)

De hecho, estas mismas expresiones las pudiéramos utilizar para describir sistemas de partículas,
sólo que en ese caso� ya no es una función continua sino que debe expresar esa discretización, es
decir, debe ser alguna `función'1 apropiada tal que valgami en la posición de la partículai -ésima
y cero en todo el resto del espacio.

En nuestras expresiones hemos escrito todo en términos de volúmenes, pero podemos de�nir
nuestras expresiones también para elementos super�ciales y lineales, de manera que en general
tenemos

� =
dm
d`

; Densidad Lineal

� =
dm
dA

; Densidad Super�cial

� =
dm
dV

; Densidad Volumétrica

(3.7)

con la consiguiente generalización de (3.6)

dm =

8
><

>:

� d`

� dA

� dV

(3.8)

Con estas de�niciones, ya tenemos una manera de reescribir la expresión (2.13) para un sistema
continuo de masa:

~R =
1

M

Z

V
~r (x) dm ; (3.9)

dondeM viene dada por la integral correspondiente de (3.3).

3.1.2. Determinación del diferencial de masa

Para calcular nuestra expresión (3.9), primero debemos tener claro cómo escribir el diferencial
de masadm según sea el caso de una distribución de masa lineal, super�cial o volumétrica. Acá
sólo vamos mostrar los resultados y le sugerimos al estudiantes que lea con detalle las secciones
2.1.3 y 2.1.5 de la guía del profesor Caicedo [6] o cualquier libro de cálculo multivariable de su
preferencia.

1En realidad, una distribución.
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3.1.2.1. Elementos de masa lineales

Vamos a empezar a trabajar con una districión lineal de masa, de manera que

dm = � d` :

En el caso más sencillo, tenemos evidentemente qued` = d x, pero esto es sólo si el objeto con el
que estamos lidiando es recto y por tanto podemos usar un diferencial cartesiano. ¾Qué pasa si
el objeto es curvo? Para ilustrar esto, trabajemos un ejemplo sencillo: Un semiaro de masaM y
radio R.

Ejemplo 3.1. Consideremos un alambre muy delgado, de ancho despreciable, de masa totalM
que se dobla hasta formar un semicírculo de radioR. Determine la posición de su centro de masa,
considerando el material del alambre homogéneo.

x

y

O

R

Figura 3.2: Centro de masa para un alambre ho-
mogéneo en forma de semiaro.

Resolución: Dado que se trata de un alam-
bre delgado, lo estamos considerando como
un elemento lineal. Adicionalmente, al es-
tar hecho de un material homogéneo, pode-
mos usar directamente la expresión análoga
a (3.4):

� =
M
l

; l =
1

�2
�2�R = �R ; ) � =

M
�R

:

Ya determinada la densidad lineal del alam-
bre, nos falta determinar el elemento dife-
rencial de línead`. Para ello, veamos la si-
guiente �gura:

El elemento de arco in�nitesimal d` co-
rresponde a una abertura de ángulo in�ni-
tesimal d� . De la �gura 3.3 y recordando lo
aprendido sobre la longitud de un segmen-
to de círculo, debe ser directo darnos cuenta
qued` = R d� , de manera que

dm = � d` =
M
� ��R

��R d� =
M
�

d� :

Ahora escribamos la integral que debemos re-
solver, a partir de (3.9)

~R =
1

M

Z

l
~r � d` =

1

� �M

Z �

0
~r � �M

�
d� :

En cuanto al vector~r de la integral, debe ser
evidente que éste es el vector de posición de
un punto sobre el aro (circunferencia):

x

y

O

R

d�

d`

Figura 3.3: Elemento diferencial de línea en coor-
denadas polares.
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~R =
1
�

Z �

0
~r d� =

1
�

Z �

0
Rû r d� =

R
�

Z �

0
(cos� {̂ + sen� |̂ ) d�

=
R
�

2

6
6
4 � � � � � � � ��: 0� Z �

0
cos� d�

�
{̂ +

� Z �

0
sen� d�

�

| {z }
= 2

|̂

3

7
7
5 =

2R
�

|̂

En este ejemplo hemos conseguido un resultado sobre el que vamos a insistir en numerosas
ocasiones: la simetría del objeto a lo largo de un eje. Si nos �jamos en el semiaro presentado
en la Figura 3.2 , respecto al ejey debe resultarnos evidente que a ambos lados hay la misma
distribución de materia. Esta simetría en la distribución de la materia nos debe hacer esperar
el resultado de que~R no tuviera componente en̂{. La simetría de la distribución de materia en
objetos extendidos, particularmente en el caso de densidades homogéneas (constantes), nos va a
permitir determinar la posición del centro de masa a veces sin tener que realizar el cálculo.

Pensemos un momento en el mismo alambre delgado del problema anterior. En lugar de doblarlo
de manera de formar un semicírculo, lo doblamos de manera tal que completamos el círculo de
radio R0. Por la simetría del objeto, debería ser directo darnos cuenta que el centro de masa del
aro completo debe estar en su centro geométrico. Vamos a veri�car este resultado pensando en lo
que acabamos de calcular. Una manera es darnos cuenta que lo que debemos es cambiar nuestros
límites de integración de[0; � ] a [0; 2� ]. De esto debe ser inmediato ver que tanto la integral en̂{
como en|̂ se anulan.

Otra manera, que nos va a interesar usar en otros ejemplos, es la siguiente: sin necesidad
de repetir explícitamente la cuenta del ejemplo anterior, está claro que si en lugar de colocar el
semiaro en el hemisferio superior,y � 0, lo ubicamos en el hemisferio inferiory � 0, obtendremos
un resultado igual pero de signo contrario. Esto es,

~R�� = �
2R
�

|̂ :

Usando lo que nos piden demostrar en elProblema 2.2 para calcular explícitamente el centro de
masa del aro circular entero, tenemos que

~R �� ��=
M�� ~R�� + M�� ~R��

M �� ��
=

M��

M �� ��

�

�
�
�2R

�
|̂ �

�
�
�2R

�
|̂
�

= ~0 :

Evidentemente, si consideramos nuevamente el alambre, éste lo podríamos doblar en formas
correspondientes a distintas curvas, como por ejemplo el de una semiesfera. En general, en muchos
de esos casos tendremos que usar una parametrización adecuada de la curva de manera que poda-
mos resolver la correspondiente integral de (3.9). En este momento no nos extenderemos en estos
detalles, sino que seguimos hacia �guras planas.
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3.1.2.2. Elementos de masa super�ciales

Para el caso de una distribución super�cial de masa, nuestro elemento diferencial de masadm
viene dado por

dm = � dA :

En este caso, el diferencial de área podemos escribirlo directamente en coordenadas cartesianas
como en polares:

dA =

(
dx dy ; cartesianas

r dr d� ; polares
(3.10)

La expresión dedA en coordenadas cartesianas es directa, mientras que la correspondiente a
coordenadas polares tal vez necesite una breve justi�cación. Por un lado, podemos revisar la deri-
vación de lasección 2.1.3 (pág. 36) de [6] en términos de un vector de desplazamiento diferencial
d~r escrito en la base polar. Acá lo que haremos es utilizar un enfoque grá�co análogo al usado en
el ejemplo 3.1, en este caso para un semidisco de radioR y masaM .

Ejemplo 3.2. Considere la mitad de un disco plano, de radioR y masa M , manufacturado a
partir de un material de distribución de masa homogénea. Determine la posición del centro de
masa.

O

R ~r

dA

x

y

Figura 3.4: Centro de masa para un semi-disco
con distribución de masa uniforme.

Resolución: Dado que se trata de un
disco delgado, lo estamos considerando como
un elemento super�cial. Adicionalmente, al
estar hecho de un material con distribución
de masa homogénea, podemos usar directa-
mente la expresión análoga a(3.4):

� =
M
A

A =
1
2

�R 2 =
1
2

�R 2

9
>=

>;
=) � =

2M
�R 2

:

Ahora vamos a determinar el elemento dife-
rencial de áreadA, para lo cuál hacemos un
acercamiento al que dibujamos en la Figura
3.4:
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Como podemos observar, la longitud de ar-
co diferencial, al igual que en el elemento
de línea en el semiaro esd` = r d� . De
esa manera, el elementodA no es otra co-
sa sino dr d` = d r (r d� ) = r dr d� . En el
caso del vector de posición de nuestro ele-
mento diferencial dA, tenemos, de forma
análoga al caso del elemento de línea, que
~r = r û r = r (cos� {̂ + sen� |̂ ) Con todos
los elementos de�nidos, procedemos a escri-
bir nuestra ecuación para el centro de masa
a partir de (3.9):

~R =
1

M

Z

A
~r dm =

1
M

Z

A
~r � dA

d` = r d�

dr

d�

~r

Figura 3.5: Diferencial de Área en Coordenadas
Polares

~R =
1

M

Z

A
~r � dA =

1

� �M

Z

A

�
r (cos� {̂ + sen� |̂ )

�
�

2� �M
�R 2

�
(r dr d� )

=
2

�R 2

Z

A
r 2 (cos� {̂ + sen� |̂ )] dr d� =

2
�R 2

Z �

0

Z R

0
r 2 (cos� {̂ + sen� |̂ ) dr d�

=
2

�R 2

� Z R

0
r 2 dr

�� Z �

0
(cos� {̂ + sen� |̂ ) d�

�

La integral respecto ar es directa de resolver, mientras que para la integral en� podemos usar el
resultado que obtuvimos en elEjemplo 3.1 . De esta manera se tiene que

Z R

0
r 2 dr =

R3

3
;

Z �

0
(cos� {̂ + sen� |̂ ) d� = 2 |̂ :

Con esto, �nalmente tenemos que

~R =
2

� � �R2

 
R�3

3

!
�
2 |̂

�
=

4R
3�

|̂

Al igual que con el caso del aro, del resultado anterior podemos veri�car fácilmente que el centro
de masa de un disco plano está ubicado en su centro geométrico. Para ello, podemos escribir, de
forma análoga a como hicimos para el aro circular, que

~R �� ��=
M (sup)

~R (sup) + M (inf )
~R (inf )

M �� ��
=

M (sup)

M �� ��

�

�
�
�4R

3�
|̂ �

�
�
�4R

3�
|̂
�

= ~0 :

Pero vamos a presentar un ejemplo de cómo podemos utilizar el resultado delProblema 2.2
para calcular el centro de masa de un objeto con un espacio vacío en él. Para ello, calculemos el
centro de masa de un objeto como el presentado en elProblema 9 (pág. 4) de [8].
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Ejemplo 3.3. En un disco plano de radioR hecho de material con distribución de masa homogénea
se taladra un hueco de radior a una distanciaa del centro geométrico del disco. El objeto obtenido
tiene masaM . Determine su centro de masa.

Resolución: Debe ser relativamente evidente que este problema no lo podemos enfrentar vía
la integral de (3.9), ya que no es sencillo escribir la densidad de masa que describa la situación
del objeto descrito. En cambio, podemos pensar en un artilugio matemático basado en el resultado
del Problema 2.2 .

Pensemos el disco entero de radioR es la suma del disco con hueco (Figura 3.6 más un disco
de radio r , ambos del mismo material de densidad� , por determinar. De esa manera, el disco con
hueco podemos asumirlo como el disco entero de radioR menos el disco de radior . O lo que es
lo mismo, al disco entero de radioR y densidad� le superponemos un disco de radior de masa
negativa, con densidad� � .

Dado que el dato de la masa es del disco con hueco, calculemos primero la densidad super�cial
del material:

R

r

a

x

y

Figura 3.6: Disco de radioR con hueco circular
de radio r.

� =
M
A

A = AD � Ah

= �
�
R2 � r 2

�

9
>>=

>>;
=) � =

M
� (R2 � r 2)

Ahora escribamos nuestra expresión del cen-
tro de masa en términos de los centros de
masa del disco completo y del hueco:

~R =
mD~r D + mh~r h

M

donde

mD = �A D =
M

�� (R2 � r 2)
�� R 2 =

M R 2

R2 � r 2
;

mh = � �A h = �
M

�� (R2 � r 2)
�� r 2 = �

M r 2

R2 � r 2
;

~r D = ~0 y ~r h = a {̂. Así, se tiene que

~R =
mD � �>

~0
~r D � mh~r h

M
= � � �M r 2

R2 � r 2

a

� �M
{̂ = �

a r2

R2 � r 2
{̂ :

3.1.2.3. Elementos de masa volumétricos

Para �nalizar esta sección, vamos a analizar distribuciones de masa volumétricas. En este caso,
el diferencial de masa viene dado por

dm = � dV ;
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donde el diferencial de volumen puede estar dado de la siguiente manera:

dV =

8
><

>:

dx dy dz ; (cartesianas)

%d%d� dz ; (cilíndricas)

r 2 sen� dr d� d� ; (esféricas)

(3.11)

Los elementos de volumen en las coordenadas cilíndricas y esféricas se presentan en las Figuras 3.7
y 3.8, respectivamente. Su derivación la dejamos por el momento y el estudiante interesado puede
revisar la sección 2.1.5 (pág. 40) de [6].

Uno de los aspecto involucrados en estos cálculos, y más aún en los cálculos de momentos de
inercia que veremos en el capítulo 4, involucran integrales múltiples. En elEjemplo 3.2 tuvimos
que calcular una integral doble, pero ésta no presentó mayor problema, ya que era factorizable en
dos integrales simples independientes. Veamos ahora un caso en el que esta simpli�cación de la
integral es nuevamente posible con un ejemplo basado en elProblema 8 (pág. 4) de [8].

x

y

z

�

P
A

Q
B

S

R

D

C
%d�

dz

d%

Figura 3.7: Elemento de volumen en coorde-
nadas cilíndricas. Tomado de StackExchan-
ge.

Figura 3.8: Elemento de Volumen en coordenadas
esféricas. Tomado de StackExchange.

Ejemplo 3.4. Considere un cono macizo de MasaM , distribuida homogéneamente, de alturaH
y base circular de radioR. Determine su centro de masa.
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�

dz

x

y

z

Figura 3.9: Cono macizo.

Resolución: Empecemos por determinar el volu-
men de un cono de base circular. Para ello, debemos
integrar el diferencial de volumen. Por simplicidad, to-
mamos como diferencial de volumen discos de radio
r (z) y anchodz, de manera que

V =
Z

dV =
Z

A(z) dz =
Z H

0
�r 2(z) dz

de manera que debemos determinar la dependencia del
radio del disco con la altura en el cono. Para ello use-
mos la tangente del ángulo� :

tan � =
R
H

=
r (z)

H � z
=) r (z) = ( H � z)

R
H

De esta manera, la integral del volumen queda:

V = �
Z H

0
r 2(z) dz = �

Z H

0

�
(H � z)

R
H

� 2

dz =
�R 2

H 2

Z H

0
(H � z)2 dz

Esta integral es directa de resolver, obteniéndose

V =
�R 2

H 2

Z H

0
(H � z)2 dz =

�R 2

H 2

�
�

1
3

(H � z)3
� �
�
�
�

z= H

z=0

= �
�R 2

3� �H 2

�
0 � H �3

�
=

1
3

�R 2H

Con este valor del volumen, es directo ver que

� =
M
V

=
3M

�R 2H
:

Ahora procedemos a calcular el centro de masa, usando(3.9):

~R =
1

M

Z

V
~r dm =

1
M

Z

V
~r � dV =

1

� �M

Z

V
~r (%; �; z)

�
3� �M

�R 2H

�
%d%d� dz

El vector ~r (%; �; z) vendrá dado por

~r (%; �; z) = %̂u r + zû z :

Sin embargo, por consideraciones de simetría, debe ser evidente que la única componente no nula
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de ~R debe ser en̂k, de manera que

~R =
3

�R 2H

� Z

V
z %d%d� dz

�
k̂ =

3
�R 2H

" Z H

0

Z 2�

0

Z r (z)

0
z %d%d� dz

#

k̂

=
3

�R 2H

� Z 2�

0
d�

�

| {z }
= 2 �

" Z H

0

Z r (z)

0
z %d%dz

#

k̂ =
3

�� R 2H
(2�� )

" Z H

0

Z r (z)

0
z %d%dz

#

k̂

=
6

R2H

� Z H

0

r 2(z)
2

z dz
�

k̂ =
3

�R 2H

( Z H

0

�
(H � z)

R
H

� 2

z dz

)

k̂

=
3

� �R2H

� Z H

0
(H � z)2 � �R2

H 2
z dz

�
k̂ =

3
H 3

� Z H

0
(H � z)2z dz

�
k̂

=
3

H 3

" �
1
4

z4 �
2
3

Hz3 +
1
2

H 2z2

� �
�
�
�

H

0

#

k̂ =
�3

� �H 3

 
1

� �>
4

12
H �4

!

k̂ ) ~R =
H
4

k̂

44



FS-1112: Física II 3.2. PROBLEMAS

3.2. Problemas

Problema 3.1. Considere un alambre de grosor despreciable, el cual podemos considerar como
un elemento lineal. Durante su proceso de fabricación, éste no mantuvo un grosor homogéneo a
todo lo largo, sino que aumenta de forma constante de un extremo al otro. Dado que queremos
lidiar con un material unidimensional, esta variación de grosor podemos modelarla considerando
una distribución de masa no homogénea. Si el alambre se coloca de forma recta, tendremos que su
densidad� será una cierta función� (x).

El alambre en cuestión se dobla de manera de formar un semi aro de radioR, como el del
Ejemplo 3.1 . Con esta con�guración, podemos pensar en una densidad de masa dependiente del
ángulo � . Por ejemplo, podemos usar

� (� ) = � o

�
1 + � sen

�
�
2

��
; (3.12)

donde� o y � son constantes de dimensión apropiada. Con base en lo anterior, determine:

(a) � o si el alambre tiene masa totalM y � = 1
2 .

(b) El vector de posición del centro de masa~R.

Problema 3.2. Determine el centro de masa de una placa delgada de masaM de forma rectangular
de anchoA y alto B en los siguientes casos:

(a) � constante.

(b) � = � x .

(c) � = � y .

Problema 3.3. Arandela semicircular de ancho b:

Se tiene media arandela plana de masa total
M , radio exterior R y radio interior r , de
manera queR� r = b. La densidad del objeto
no es constante sino que viene dada por la
función (radial) � (r ) = � r , donde� es una
constante de dimensión apropiada.

(a) Determine su centro de masa.

(b) Determine el valor de� tal que el cen-
tro de masa esté ubicado en4R

3� |̂ .

O

R

r x

y

Figura 3.10: Media Arandela con distribución de
masa no homogénea.
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Problema 3.4. Demuestre que los tres elementos de super�ciedA en coordenadas cilíndricas
f %; �; zg que se obtienen al �jar una de las coordenadas están dados por:

dA =

8
><

>:

%sen� d� dz ; %const. (concha cilíndrica)

d%dz ; � const. (plano vertical)

%d%d� ; z const. (disco horizontal).

(3.13)

Problema 3.5. Se tienen dos cilindros macizos de alturaH y base circular de radioR. Ambos
están fabricados del mismo material con distribución de masa homogénea. En el primer caso, al
momento de su fabricación le quedó una burbuja esférica de aire atrapada de radior , cuyo centro
está a una distanciad sobre el eje z de la base. En el segundo caso, al cono se le ha taladrado un
hueco cilíndrico de radior , centrado a una distanciad del eje de simetría.

El primer cono tiene masa totalM , mientras que el segundo tiene masaM 0 y se muestran en
la �gura 3.11. Determine sus centros de masa.

(a)

r
d

x

y

z
(b)

dr

x

y

z

Figura 3.11: Cilindros Ahuecados: (a) Burbuja Esférica y (b) Hueco Cilíndrico.

Para los siguientes problemas resulta útil recordar que las coordenadas esféricas sonr , � y � ,
tales que

x = r sen� cos� ;

y = r sen� sen� ;

z = r cos� ;

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

r =
p

x2 + y2 + z2 ; r 2 [0; 1 )

� = arc cos

 
z

p
x2 + y2 + z2

!

; � 2 [0; � ]

� = arctan
� y

x

�
; � 2 [0; 2� ]

(3.14)

donde � , llamado ángulo azimutal, coincide con el ángulo polar, mientras que� , denominado
colatitud, es el ángulo formado entre la verticalz y el vector~r (ver Figura 7.1 ).
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De las anteriores expresiones es directo darse cuenta que se puede de�nir la base de vectores
esféricosf û r ;û � ;û � g, que forman una tríada de versores ortonormales de mano derecha, como

û r = sen� cos� {̂ + sen� sen� |̂ + cos� k̂ ;

û � = cos� cos� {̂ + cos� sen� |̂ � sen� k̂ ;

û � = � sen� {̂ + cos� |̂ :

(3.15)

Vale destacar que el versor̂u r que acabamos de introducir no debe confundirse con el que
de�nimos en (1.3), que es el vector radial en la base polar y cilíndrica.

Problema 3.6. Demuestre que los tres elementos de super�ciedA en coordenadas esféricas
f r; �; � g que se obtienen al �jar una de las coordenadas están dados por:

dA =

8
><

>:

r 2 sen� d� d� ; r const. (concha esférica)

r sen� dr d� ; � const. (concha cónica)

r dr d� ; � const. (sección disco vertical).

(3.16)

Problema 3.7. Determine el centro de masa de un cascarón semiesférico de radioR y masaM ,
distribuida homogéneamente.

Problema 3.8. Determine el centro de masa de un octante de una esfera sólida (bola) de radio
R y masaM , distribuida homogéneamente.

Problema 3.9. Determine el centro de masa del hemisferio superior de una esfera sólida (bola)
de radio R y masaM , distribuida homogéneamente.
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Capítulo 4

Introducción al Momentum Angular

En el presente capítulo vamos a introducir el concepto demomentum angular a partir de
su conservación en fuerzas centrales. Aunque este tipo de fuerzas serán discutidas en detalle en
el Capítulo 7 , el análisis de las ecuaciones de movimiento bajo este tipo de fuerzas permiten
introducirlo naturalmente. En esta primera parte vamos a seguir de cerca la presentación que se
hace en laSección 1.2 de [6].

4.1. De�nición

Consideremos una partícula de masam y vector de posición~r que se mueve bajo la acción
de una fuerza central~Fc = Fr (r ) û r , cuya fuente hemos colocado convenientemente en el origen
de nuestro referencial. Supongamos que el movimiento de desarrolla en un plano1 y escribamos
las ecuaciones de movimiento correspondientes en la base de vectores polares, usando la expresión
(1.20) de la aceleración que conseguimos en elCapítulo 1 :

m •~r = ~Fc =)

8
<

:

m
�

•r � r _� 2
�

= Fr (r ) ; (û r )

m
�

r •� + 2 _r _�
�

= 0 ; (û � )
(4.1)

Vamos a centrarnos en la ecuación en̂u � y trabajarla un poco:

m
�

r •� + 2 _r _�
�

= 0 =) mr •� + 2m _r _� = 0 =)
d
dt

�
mr 2 _�

�
= 0 ; (4.2)

de donde podemos ver que hay una cantidad cuya derivada total respecto del tiempo es nula. Esto
es,

` � mr 2 _� (4.3)

es una cantidad conservada (constante). Hay que destacar que el hecho de que` sea constante no
implica necesariamente quer o _� deban por si solas ser constantes.

1En el Capítulo 7 demostraremos que efectivamente el movimiento bajo una fuerza central se desarrolla limitado
a un plano.
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Veamos podemos expresar àen término de cantidades dinámicas relevantes del sistema. Al
ser una cantidad conservada, es de esperarse que éste sea el caso. Si reagrupamos los términos en
` como

` = mr 2 _� = r
�

mr _�
�

;

podemos pensar en escribir̀ como la norma de un vector~L que sea un producto vectorial de un
par de vectores cuyos módulos son los factores que hemos agrupado. De esta manera, escribimos

` =
�
�
�~L

�
�
� =

�
�
�(r û r ) �

�
mr _� û �

� �
�
� : (4.4)

El vector que tenemos del lado derecho del producto vectorial es casi el momentum lineal, pero la
componente de la velocidad involucrada en la expresión es sólo la componente tangencial. Es decir,
tenemos quemr _� û � = ( ~p � û � ) û � . Sin embargo, recordemos que si a ese vector le sumamos uno
en la direcciónû r no me cambia el resultado del módulo en cuestión. De esta manera, podemos
completar añadiendo la componente radial del momentum lineal y tendremos que

` =
�
�
�~L

�
�
� =

�
�
�(r û r ) �

�
m _r û r + mr _� û �

� �
�
� = j~r � ~pj =) ~L � ~r � ~p

�
(4.5)

El Momentum Angular es una cantidad física con una importancia fundamental y va a jugar
un papel principal en la descripción de la dinámica de objetos extendidos.

Vamos a empezar a calcular el momentum angular en un par de ejemplos para ilustrar lo que
hemos encontrado hasta los momentos. Empecemos por un comparar el momentum angular medido
respecto a dos orígenes distintos con la siguiente con�guración.

Ejemplo 4.1. Una partícula de masam está conectada a una barra ideal de longitudlb y masa
despreciable, inclinada un ángulo� constante respecto a la vertical. La partícula rota respecto a
dicho eje a una rapidez constante! o. Determine el vector~L respecto a los puntosA y B .

Resolución: Dado que en el enunciado no
nos �jan las direcciones, podemos decidir etique-
tar el eje de rotación comoû z, de manera que
~! = ! o û z. Para calcular ~L usaremos la de�ni-
ción (4.5), por lo que empezamos por escribir el
vector momentum lineal~p de la partícula en la
base de vectores cilíndricos. Dado que la trayec-
toria es circular, sólo hay componente en̂u � , por
lo que

~p = mr ? ! o û � ; r? = lb sen� :

Ahora veamos el vector de posición de la partícu-
la, medido tanto desdeA como deB:

~r A = lb sen� û r + lb cos� û z ; ~r B = lb sen� û r :

! o

�

A

B
r?

lb

m

Figura 4.1: Partícula en barra ideal inclinada
rotando con rapidez angular constante.
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Ahora podemos calcular el momentum angular desde los dos puntos que nos piden:

A :

~L A = ~r A � ~p = ( lb sen� û r + lb cos� û z) � (mlb sen�! o û � )

= ml 2
b sen� ! o[sen� (û r � û � ) + cos � (û z � û � )]

= ml 2
b sen� ! o[sen� û z + cos� (� û r )]

= ml 2
b sen2 � ! o û z � ml 2

b sen� cos� ! o û r :

B :
~L B = ~r B � ~p = ( lb sen� û r ) � (mlb sen�! o û � )

= ml 2
b sen2 � ! o (û r � û � ) = ml 2

b sen2 � ! o û z :

Como una nota �nal respecto al ejemplo anterior, podemos darnos cuenta que~L B se puede
escribir usandor? de manera que su norma nos quede como en (4.3):~L B = ml 2

b sen2 � ! o û z =
m r 2

? ! o û z. La cantidad r? debemos mantenerlaà mano', ya que nos va a resultar relevante en el
resto del capítulo.

4.2. Sistemas de Partículas

Como indicamos en laSección 1.2 , las analogías entre el movimiento rectilíneo y el rotacional
(con eje �jo), aunque tienen sus limitaciones, nos sirven para enlazar conceptos. En ese sentido,
de la misma manera en que pudimos de�nir el momentum lineal total de un sistema de partículas
como la suma de los momenta lineales de cada partícula (2.16), en el caso del momentum angular
podemos hacer lo propio y de�nir el momentum angular total de un sistema deN partículas como
la suma de los momenta angulares de sus partes:

~L T �
NX

i =1

~L i (4.6)

Al igual que hicimos en elCapítulo 2 , vamos a ilustrar esta de�nición analizando primero un
sistema de dos cuerpos para luego avanzar al sistema de muchos cuerpos.

4.2.1. Sistema de dos cuerpos

Para nuestro sistema de dos cuerpos rotando, vamos a considerar dos partículas que giran en
torno a un mismo eje, como el sistema presentado en elEjemplo 2.3 , centrándonos en el diagrama
presentado en laFigura 2.7 . Recordemos que en ese caso habíamos escrito2:

~r 1 = vot {̂ + lbû r ;
_~r 1 = vo {̂ + lb ! o û � ;

~r 2 = vot {̂ � lbû r ;
_~r 2 = vo {̂ � lb ! o û � ;

(4.7)

2Hemos cambiado la notación de la longitud de la barra ideal de2` a 2lb para evitar confusiones con el módulo
del Momentum Angular.
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con cada partícula de masam. Calculemos ahora el vector~L i de cada partícula usando las expre-
siones anteriores:

~L i = ~r i � ~p i = ( vot {̂ � lbû r ) � [m(vo {̂ � lb ! o û � )]

= � vot ml b ! o({̂ � û � ) � lb mvo(û r � {̂) + ml 2
b! o(û r � û � )

= � vot ml b ! o[̂{ � (� sen� |̂ )] � lb mvo[(cos� |̂ ) � {̂] + ml 2
b! o(û r � û � )

= � vot ml b ! o sen� k̂ � lb mvo cos� k̂ + ml 2
b! o k̂ :

(4.8)

Para calcular el vector~L T , sumamos el resultado para cada partícula:

~L T = ~L 1 + ~L 2 = � ( ( ( ( ( ( ( ( ( (
vot ml b seno cos� k̂ � � � � � � � �

lb mvo cos� k̂ + ml 2
b! o k̂

+ ( ( ( ( ( ( ( ( (
vot ml b ! o sen� k̂ + � � � � � � �

lb mvo cos� k̂ + ml 2
b! o k̂

= 2ml 2
b! o k̂ :

(4.9)

De este resultado destaquemos un par de aspectos importantes. Lo primero es que si vemos el
resultado �nal, hemos podido �jar el origen del referencial en el centro de la barra y habríamos
llegado al mismo resultado. Este punto lo retomaremos en lasección 4.5 cuando estudiemos el
referencial centro de masa. Lo otro es que, tomando en cuenta que~! = ! o k̂ estamos obteniendo
es que el momentum angular es~L T = Mr 2

? ~! , dondeM = 2m y r? = lb. Sobre esto insistiremos
en la sección 4.3. Por lo pronto avancemos al caso general de un sistema deN partículas.

4.2.2. Caso General: N partículas

x

y

z

! o

r?

mi
~r i

Figura 4.2: Sistema deN partículas rotando res-
pecto a un eje �jo.

Vamos ahora a considerar un sistema de
N partículas, como hicimos en lasección
2.2. Por simplicidad, vamos a limitarnos a
considerar un rígido, aún cuando mantenga-
mos la noción de una colección discreta de
partículas puntuales, como se muestra en la
Figura 4.2 . Adicionalmente, nos concentra-
remos en un movimiento puramente rotacio-
nal respecto a un eje �jo. De esta manera, to-
das las partículas del sistema rotan respecto
a z con una rapidez angular constante, que
denominaremos como siempre! o.

Analicemos la partículai -ésima, con vec-
tor de posición~r i . De acuerdo a lo que aca-
bamos de ver en elEjemplo 4.1 , su radio
de giro esr? = ~r � û r . Dado que hemos li-
mitado nuestro análisis a estudiar un movi-
miento puramente rotacional, el momentum
lineal de la partícula es~p i = mi r i ? ! o û � .
Con todos estos insumos, ya podemos calcu-
lar su momentum angular~L i :
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~L i = ~r i � ~p i =
�

r i ? û r + r i k
û z

�
� (mi r i ? ! o û � )

= mi r 2
i ?

! o (û r � û � ) + mi r i ? r i k
! o (û z � û � )

= mi r 2
i ?

! o û z � mi r i ? r i k
! o û r ;

(4.10)

donde r i k
= ~r i � û z. Para calcular el momentum angular total lo que tenemos es que sumar la

expresión anterior sobre todas las partículas, de acuerdo a (4.6):

~L T =
NX

i =1

~L i =
NX

i =1

�
mi r 2

i ?
! o û z � mi r i ? r i k

! o û r

�

=
NX

i =1

�
mi r 2

i ?

�
! o û z �

NX

i =1

�
mi r i ? r i k

�
! o û r

=
NX

i =1

�
mi r 2

i ?

�
~! �

NX

i =1

�
mi r i ? r i k

�
! o û r :

(4.11)

Mientras que los términos de la primera sumatoria siempre van a ser todos positivos, precisamente
al contenerr 2

i ?
, en el caso de la segunda, esto no necesariamente ha de ser así. Incluso, podemos

suponer una distribución simétrica tal que

NX

i =1

�
mi r i ? r i k

�
= 0 ;

en cuyo caso se cumple que

~L T =
NX

i =1

�
mi r 2

i ?

�
~! : (4.12)

La analogía que hemos mencionado reiteradamente entre movimiento rectilíneo y el rotacional
va a ser muy útil para introducir una cantidad de suma importancia en el movimiento rotacional
como lo es elTensor de Inercia y los momentos principales de inercia. Pero dejemos eso para la
siguiente sección y veamos tres ejemplos sencillos en los que utilizaremos los resultados obtenidos
en (4.11).

Ejemplo 4.2. Consideremos las tres con�guraciones que se muestran en laFigura 4.3 . En cada
caso, la barra tiene longitud2lb y el giro respecto âu z tiene rapidez angular! o constante. Cada
partícula tiene masam y el ángulo � mostrado en cada caso es �jo. Determine el momentum
angular total del sistema.

Resolución: En el caso de la con�guración(a), podemos darnos cuenta que se trata del caso
análogo al que ya analizamos en lasección 4.2.1 y las cantidades dinámicas relevantes son las
mismas que las mostradas en la ecuación(4.7) tomandovo = 0. Por ello es directo escribir que

~L T = ~L 1 + ~L 2 = ml 2
b! o û z + ml 2

b! o û z = 2ml 2
b! o û z :
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(a)

m m

z
! o

(b)

�

m

m

z
! o

(c)

��

m

mm

m

z
! o

Figura 4.3: Partículas en barras ideales rotantes: (a) Caso Simétrico, (b) Barra Inclinada y (c)
Barras Inclinadas Simétricas.

Para la con�guración (b) usaremos la expresión(4.10), para lo cual debemos determinar quiénes
son r i ? y r i k

. De la Figura 4.3 es directo darse cuenta que

r i ? = � lb sen� ; r i k
= � lb cos� :

con lo cual tenemos que

~L i =
�
m r 2

i ?

�
~! �

�
m r i ? r i k

�
! o û r = ml 2

b sen2 �! o û z � m(� lb sen� )( � lb cos� )! o û r

= ml 2
b sen2 �! o û z � ml 2

b sen� cos� ! o û r :

Si sumamos para ambas partículas, entonces es directo obtener que

~L T = ~L 1 + ~L 2 = 2ml 2
b sen2 �! o û z � 2ml 2

b sen� cos� ! o û r :

Finalmente, para la con�guración (c), usamos losr i ? y r i k
que acabamos de determinar y hay

que notar que vamos a tener dos expresiones para los vectores~L i . Para las partículas conectadas
por la barra ascendente de izquierda a derecha ciertamente tendremos de nuevo que

~L (asc:)
i =

�
m r 2

i ?

�
~! �

�
m r i ? r i k

�
! o û r = ml 2

b sen2 �! o û z � m(� lb sen� )( � lb cos� )! o û r

= ml 2
b sen2 �! o û z � ml 2

b sen� cos� ! o û r ;

pero para las partículas en la barra descendente de izquierda a derecha tenemos en cambio que

~L (desc:)
i =

�
m r 2

i ?

�
~! �

�
m r i ? r i k

�
! o û r = ml 2

b sen2 �! o û z � m(� lb sen� )( � lb cos� )! o û r

= ml 2
b sen2 �! o û z + ml 2

b sen� cos� ! o û r :
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De esta manera, tenemos �nalmente que

~L T = ~L (asc:)
1 + ~L (asc:)

2
~L (desc:)

1 + ~L (desc:)
2

= 2ml 2
b sen2 �! o û z � ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( (

2ml 2
b sen� cos� ! o û r + 2ml 2

b sen2 �! o û z + ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( (
2ml 2

b sen� cos� ! o û r

= 4ml 2
b sen2 �! o û z :

La simetría respecto al eje de rotación en la distribución de las masas en los casos (a) y (c) nos
permite obtener que~L T k ~! . Ese `factor' que acompaña al vector velocidad angular para obtener
~L T pareciera jugar un papel análogo al que juega la masa con el momentum lineal y la velocidad
lineal. Al respecto queremos profundizar en la siguiente sección.

4.3. Momento de Inercia

Como hemos insistido en varias partes de estas notas, los paralelismos que podemos trazar entre
el el movimiento rectilíneo y el movimiento rotacional (con eje �jo) nos han permitido enlazar ideas
de manera sencillo. A pesar de las limitaciones propias de toda analogía, esto nos permite introducir
de manera más natural a nuestro juicio el concepto demomento de inercia .

Como todos sabemos, el momentum lineal de una partícula de masam y velocidad~v es~p = m ~v.
Para el caso de un movimiento rotacional, vimos en elEjemplo 4.1 que el momentum angular,
medido desde el punto del eje de rotación contenido en el plano en el que se desarrolla el movimiento,
podemos escribirlo como~L = mr 2

? ~! . Es por ello que pudiéramos pensar que la cantidadmr 2
? juega

el mismo papel la masam para el momentum lineal. Sin embargo, cuando el punto desde el que
medimos el momentum angular no es ya el mencionado, nos aparece un término adicional en otra
dirección y ya no se sigue cumpliendo que~L k ~! . Hasta ahí llega la validez de la analogía que
hemos trazado entre ambos tipos de movimientos.

Entonces, ¾quién y qué es la cantidadmr 2
? ? Es justamente el momento de inercia de una

partícula y el qué es tiene una respuesta que, para el alcance de este curso, inevitablemente es
incompleta. Por los momentos nos conformamos con decir que la razón por la que, desde el punto
de vista matemático, el momento de inercia no se comporta igual que la masa es porque está dado
por un objeto más complejo que un escalar, como sí sucede conm. Se trata del Tensor de Inercia,
que puede representarse como una matriz3 � 3:

I =

0

@
I xx I xy I xz

I yx I yy I yz

I zx I zy I zz

1

A ; (4.13)

de manera que si escribimos la velocidad angular como

~! =

0

@
! x

! y

! z

1

A ; (4.14)
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entonces sí se cumple que
~L = I ~! : (4.15)

¾Pero quién es el momento de inercia en todo esto? Resulta que todos los cuerpos tienen lo que
se denominanEjes Principales de Rotación , que son una terna de direcciones perpendiculares
tales que cuando escribimosI en esa base, éste queda como una matriz diagonal:

I =

0

@
I x 0 0
0 I y 0
0 0 I z

1

A ; (4.16)

y los elementos de la diagonalI x , I y e I x se denominan losmomentos principales de inercia .
Para el caso de una partícula puntual y objetos para los que cualquier terna de direcciones ortogo-
nales son ejes principales de rotación, como sucede con un cascarón esférico (esfera) o una esfera
maciza (bola), los tres momentos principales de inercia son iguales entre sí, de manera que

I =

0

@
I 0 0
0 I 0
0 0 I

1

A = I

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A : (4.17)

Para un rígido arbitrario, determinar los ejes principales de rotación no es en general una
tarea directa. Sin embargo, la simetría del objeto en cuestión nos va a ayudar a determinarlos,
especialmente en objetos con distribución de masa homogénea, ya que justamente el eje de simetría
(tanto de forma como de masa) que pase por el centro de masa va a ser uno de estos ejes principales.
En este curso vamos a ocuparnos de objetos cuyos ejes principales de rotación van a ser evidentes,
como sucede con objetos esféricos, cilíndricos, circulares, entre otros.

Para el caso de la partícula puntual ya conseguimos en nuestros cálculos anteriores queI =
mr 2

? , pero ¾cómo calcularlo en otros casos? En los problemas que atacamos con varias partículas
(puntuales) vimos que lo que teníamos era una sumatoria delI de una sola partícula. Sin embargo,
vamos a estar interesados en calcularla para objetos extendidos, en particular para cuerpos rígidos
con distribución de masa continua. De esta manera, tendremos que, dada la direcciónn, tal que
coincide con uno de los ejes principales de rotación del rígido, se tiene que

I n =
Z

V
r 2

? dm : (4.18)

Vamos ahora a calcular el momento de inercia para un objeto extendido para ilustrar el proce-
dimiento. Para ello, trabajemos el cono de base redonda que trabajamos en elEjemplo 3.4 .

Ejemplo 4.3. Considere un cono macizo de MasaM , distribuida homogéneamente, de alturaH
y base circular de radioR, como el mostrado en laFigura 3.9 . Determine su momento de inercia
respecto al eje de simetría (Eje z).

Resolución: Con los resultados que obtuvimos en elEjemplo 3.4 ya tenemos bastante trabajo
adelantado. Los elementos que nos hacen falta para escribir la integral(4.18) son:

r (z) = ( H � z)
R
H

; dm =
�

3M
�R 2H

�
%d%d� dz ;
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y recordar que la integral en%va de 0 hasta z(r ). Con estos preliminares resueltos, procedemos
directamente a plantear la integral a resolver, tomando en cuenta que, en este caso,r? = %, de
manera que:

I z =
Z

V
r 2

? dm = �
Z H

0

Z 2�

0

Z r (z)

0
%2 %d%d� dz = 2��

Z H

0

Z r (z)

0
%3 d%dz

= 2��
Z H

0

�
z4(r )

4

�
dz =

1
2

��
Z H

0

�
(H � z)

R
H

� 4

dz =
��
2

3M

�� � �R2H

R���
2

4

H 4

Z H

0
(H � z)4 dz

=
3
2

MR 2

H 5

2

4�
1
5

(H � z)5

�
�
�
�
�

H

0

3

5 =
3
2

MR 2

� �H 5

� �H 5

5
=) I z =

3
10

MR 2

Como un comentario adicional al ejemplo que acabamos de presentar hay que destacar que la
integral de I z no la podemos resolver planteando undV = A(z) dz e integrar. Si lo hacemos, el
resultado que obtendríamos es35 MR 2. Esto es porque en realidad lo que estaríamos integrando
serían diferenciales de momento de inercia de los discos de áreaA(z) y anchodz. El factor 1

2 que
nos faltaría en el resultado es el que viene del hecho de que el momento de inercia de un disco
respecto al eje perpendicular al plano que lo contiene, es1

2 MR 2.
Pensemos ahora si, análogo a como pudimos hacer con el cálculo del centro de masa, a partir

de los momentos de inercia individuales de objetos regulares podemos determinar el momento de
inercia de un objeto más complejo. Uno de los indicios de que esto efectivamente es posible es que
estos objetos que llamamos tensor de inercia, dada su representación matricial, podemos sumarlos
y obtener una cantidad que sea ahora el momento de inercia del sistema compuesto.

Ejemplo 4.4. Sea un cascarón cilíndrico grueso de masaM y largo H , el cual tiene un radio
interno R1 y radio externoR2. Demuestre que su momento de inercia respecto al eje de simetría
es I z = 1

2 M (R2
1 + R2

2).

Resolución: El momento de inercia respecto al ejez
de un cilindro sólido de masaM y radio R es 1

2 MR 2. Co-
mo el hueco del cascarón grueso en cuestión también está
centrado en el eje de simetría, pensemos en enfrentar este
problema de la manera que hicimos elEjemplo 3.3 . Para
ello calculemos primero la densidad volumétrica del casca-
rón:

� =
M
V

=
M

� (R2
2 � R2

1)H

Con esto podemos calcular las masas del cilindro sólido y
de un cilindro equivalente al del hueco:

M c =
M

�� (R2
2 � R2

1)��H
�� R 2

2��H =
MR 2

2

R2
2 � R2

1

R1

R2

z

Figura 4.4: Cascarón cilíndrico
grueso.
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M h =
M

�� (R2
2 � R2

1)��H
�� R 2

1��H =
MR 2

1

R2
2 � R2

1

Con esto, lo que ahora queremos determinar es

I z = I (c)
z � I (h)

z =
1
2

M cR2
2 �

1
2

M hR2
1 =

1
2

MR 2
2

R2
2 � R2

1
R2

2 �
1
2

MR 2
1

R2
2 � R2

1
R2

1

=
1
2

MR 4
2

R2
2 � R2

1
�

1
2

MR 4
1

R2
2 � R2

1
=

1
2

M
R2

2 � R2
1

�
R4

2 � R4
1

�

=
1
2

M

� � � � �R2
2 � R2

1
� � � � � ��
R2

2 � R2
1

� �
R2

2 + R2
1

�
=) I z =

1
2

M
�
R2

1 + R2
2

�

En la Figura 4.5 se reproduce una tabla incluida en el libro de Resnick y Halliday [1] con los
momentos de inercia de varios cuerpos rígidos regulares.
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Figura 4.5: Tabla de momentos de Inercia para varios rígidos. Tomado de [1]

4.3.1. Teorema de Ejes Paralelos

Anteriormente dijimos que el momento de inercia estaba de�nido respecto a un eje que pase
por el centro de masa del cuerpo. Sin embargo, no siempre un sólido estará rotando respecto a un
eje que pase por su centro de masa. Podemos pensar en un rodillo, en el que el eje de rotación,
si bien paralelo al eje de simetría (y por tanto a uno de los ejes principales de rotación) está en
el borde exterior. Podemos pensar también en que queremos calcular el momento de inercia de
un objeto compuesto, pero que a diferencia del cascarón cilíndrico hueco delEjemplo 4.4 , no
coinciden todos los centros de masa de las partes involucradas. ¾Cómo podemos hacer en ese caso?

Afortunadamente hay un teorema que nos permite resolver esto, que es elTeorema de
Huygens-Steiner , también conocido comoTeorema de los Ejes Paralelos , el cual estable-
ce lo siguiente:

Dado un eje que pasa por el centro de masa de un sólido rígido y dado un segundo eje
paralelo al primero, el momento de inercia del segundo eje es el momento de inercia del
eje que pasa por el centro de masa más el producto de la masa total del rígido por el
cuadrado de la distancia que separa a los ejes.

Esto es, se cumple que
I 0 = I cm + Md2 : (4.19)
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En estas notas no presentamos la demostración del teorema, pero el estudiante interesado puede
conseguirla en lasección 7.2.2 (pág. 140) de [11]. Una aplicación rápida de esto es determinar el
momento de inercia en uno de los extremos de una barra delgada de largoL.

Ejemplo 4.5. El momento de inercia de una barra delgada por un eje perpendicular a la misma
que pasa por su centro de masa es112 ML 2. Determine el momento de inercia en un extremo de la
barra.

Resolución: De acuerdo al Teorema de Steiner, debemos calcular

I 0 = I cm + Md2 =
1
12

ML 2 + M
�

L
2

� 2

=
1
12

ML 2 +
1
4

ML 2 =
1 + 3

12
ML 2 =

1
3

ML 2 :

4.3.2. Teorema de la Figura Plana

Otro teorema de utilidad para determinar el momento de inercia respecto a un eje es el lla-
mado Teorema de la Figura Plana , a veces también referido comoTeorema de los Ejes
Perpendiculares .

Consideremos un rígido de ancho despreciable de manera que lo consideramos contenido en un
plano. En dicho plano, el rígido tendrá dos ejes principales de rotación, con momentos de inercia
I 1 e I 2, respectivamente. Seân el vector normal al plano eI ? el momento de inercia respecto al
eje paralelo an̂ que pasa por el centro de masa del rígido. Se cumple que

I ? = I 1 + I 2 (4.20)

Ejemplo 4.6. Sea un disco de ancho despreciable, de masaM distribuida homogéneamente, y
radio R. Dado que el momento de inercia en el eje perpendicular al disco es un1

2 MR 2, determine
los momentos de inercia en el plano.

Resolución: Consideremos que el disco se encuentra en el planoXY , de manera quêu z es
el vector perpendicular al plano del disco. De acuerdo alTeorema de la Figura Plana , se debe
cumplir que

I z = I x + I y :

Dado que el disco tiene distribución de masa uniforme, hay simetría respecto al eje z, de manera
que cualquier par de direcciones ortogonales en el plano sirven como ejes principales. Por ello, se
debe cumplir queI x = I y. Por lo tanto,

I z = I x + I y =)
1
2

MR 2 = 2I x =) I x = I y =
1
4

MR 2 :

4.4. Conservación del Momentum Angular

Nuestro punto de partida para de�nir al momentum angular~L fue el que la cantidad̀ surgía
naturalmente de las ecuaciones de movimiento para una partícula bajo la in�uencia de una fuerza
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central como una cantidad cuya derivada total respecto del tiempo era nula. El que la norma de un
vector sea constante no necesariamente implica que suceda lo mismo con el vector en sí. En el caso
del movimiento circular vimos que el vector de posición tiene magnitud constante, pero su dirección
cambia constante. Pudiéramos pensar que en el caso del momentum angular, la constancia de` no
necesariamente implica que el vector~L sea constante. Veamos rápidamente cuánto vale su derivada
a partir de la de�nición (4.5):

d~L
dt

=
d
dt

(~r � ~p) =

�
�

�
�

���
~0

d~r
dt

� ~p
| {z }

_~r k ~p

+ ~r �
d~p
dt|{z}
~F

=)
d~L
dt

= ~r � ~F (4.21)

De esta expresión es evidente que tenemos tres casos para los que la derivada temporal del
momentum angular sea nulo:

(i.) ~F = ~0 : Que no haya fuerzas externas aplicadas sobre el cuerpo estudiado.

(ii .) ~r = ~0: Que la posición de la partícula coincida con el origen.

(iii .) ~r k ~F: La fuerza externa aplicada al cuerpo esté en la misma dirección que la del vector de
posición del cuerpo.

Los casos (I.) y (II.) los dejaremos por los momentos enstand by, especialmente porque nos
interesará ahondar en ellos en el contexto de Dinámica de Rígidos (Capítulo 5) y de Equilibrio
Estático (Capítulo 6), y vamos a centraremos brevemente en el caso (III.). Al inicio justamente
empezamos introduciendo el momentum angular a partir de la conservación de su módulo en el
caso de fuerzas centrales. Lo que nos dice esta ecuación 4.21 es que no es sólo` (4.3) quien es
constante en el tiempo, sino que también el vector~L lo es. Esto implica que, efectivamente como
asumimos al principio del capítulo, el movimiento ocurre en un mismo plano para todot y por
tanto basta con escribir las ecuaciones de movimiento en la base de vectores polares, como hicimos.
De hecho, uno pudiera pensar en escribir las ecuaciones de movimiento en coordenadas cilíndricas
y agregar la dinámica enz, para la cual simplemente tendremos

m •z = 0 ;

y pensar en que el movimiento puede ser a velocidad constante en dicho eje. ElProblema 4.11 nos
debería convenzar, mientras llegamos alCapítulo 7 , que esto es incompatible con la conservación
de ~L en el sentido que fue planteado.

Veamos ahora un ejemplo estándar de conservación de momentum angular en el contexto de la
condición (III.): Partícula que desliza sobre una mesa, como está planteado en elproblema 5 de
[7].

Ejemplo 4.7. Partícula atada a un cordel que desliza sobre una mesa: Sobre una mesa,
cuyo tope es perfectamente liso, se ha hecho un ori�cio redondo de diámetro despreciable en el
punto O, como se muestra en laFigura 4.6 . A través de éste se hace pasar una cuerda ideal
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(masa y grosor despreciables y longitud constante), teniendo en un extremo un objeto de masam
y dimensiones despreciables (partícula), mientras que del otro extremo se deja inicialmente libre.
En un momento dado, la partícula se hace deslizar sobre la mesa, manteniendo la cuerda tensa al
aplicar en el extremo libre una cierta tensión~F = � To k̂ . Vista desde arriba, la partícula describe
un movimiento circular de radioRo, girando en sentido antihorario con rapidez angular! o. En un
cierto instante, se aplica una fuerza mayor sobre la cuerda, de manera que el radio de giro de la
partícula se reduce aRf < R o. Determine la velocidad angular como función deRf .

Resolución: Lo primero que debemos darnos
cuenta es que, aunque la fuerza aplicada a la cuer-
da esté en la dirección� k̂ , ella se transmite, al
ser una cuerda ideal, de manera tal que en la su-
per�cie de la mesa va siempre en dirección� û r ,
por lo que se trata entonces de una fuerza cen-
tral y d~L

dt = 0 y por tanto ` es constante. De es-
ta manera podemos identi�car`o = mR2

o ! o co-
mo el módulo del momentum angular inicial y
` f = mR2

f ! f para el del �nal. De esta manera,
se tiene que

`o = ` f =) ��mR2
o ! o = ��mR2

f ! f ;

~F

!

R

Figura 4.6: Partícula que desliza sobre una
mesa, atada a una cuerda ideal.

de donde es directo darse cuenta que

R2
o ! o = R2

f ! f =) ! f =
�

Ro

Rf

� 2

! o

Para determinar la derivada total respecto del tiempo de~L podemos también partir de la
ecuación (4.15). De esta manera, se tiene que

d~L
dt

=
d
dt

(I ~! ) =
�
�
���
0

dI
dt

~! + I
d~!
dt

= I
d~!
dt

=)
d~L
dt

= I ~� ; (4.22)

donde se tiene que
dI
dt

= 0

ya que estamos considerando solamente sistemas rígidos.
Si volvemos a nuestro ejemplo anterior, mientras ocurre el proceso de reducción del radio de

giro de la partícula, estará desarrollándose un cambio en la geometría del sistema y, por tanto,
durante ese tiempo

dI
dt

< 0 :
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Sin embargo, la fuerza que hace que se reduzca el radio de giro sigue siendo central, por lo que el
momentum angular sigue siendo constante, de manera que hay una aceleración angular que es la
que lleva la velocidad angular de! o a ! f y compensa de manera que

dI
dt

~! + I
d~!
dt

= ~0 :

Este comportamiento se suele observar en varios fenómenos, desde el ampliamente nombrado de
la persona que patina sobre hielo y empieza a girar sobre su eje, primero con los brazos extendidos
y luego los contrae para aumentar su velocidad angular, hasta como una primera aproximación en
el comportamiento de las estrellas durante su `vida' hasta cuando `mueren' al colapsar debido al
desequilibrio entre la compresión por efecto de gravedad y la presión hacia el exterior que provoca
el proceso de nucleosíntesis.

Figura 4.7: Ejemplo de conservación de momentum angular con patinadora rotando sobre un eje
�jo. Tomado de CNX - Rice University.

Pero el momentum angular también puede conservarse en situaciones en las que en un instante
dado los vectores~r y ~F son paralelos. Pensemos por ejemplo en el choque inelástico de una barra
de ancho despreciable y un objeto de volumen también despreciable tal que podemos considerarlo
una partícula. Si el choque ocurre en el instante en que la barra está paralela con la gravedad,
entonces se cumple la condición~r k ~F. Justo en el instante antes de la colisión y justo en el instante
después de la colisión se conserva el momentum angular y con ello podemos analizar, por ejemplo,
la velocidad angular con la que se iniciará el movimiento posterior del sistema `barra+objeto'.
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Vamos a ilustrar esto con un ejemplo clásico usado en este curso, como lo es el de un proyectil
que choca con una barra que cuelga desde un extremo.

Ejemplo 4.8. Considere una barra de masaM homogénea, largolb y ancho despreciable que está
�jada por una bisagra ideal y cuelga en reposo. Un proyectil de masam es disparado hacia la barra,
lo su�cientemente cerca, como para que al momento de golpearla a una distanciah de su extremo
inferior y con una rapidezvo, la componente vertical de la velocidad sea despreciable. Analice el
movimiento posterior al impacto.

Resolución: Primero que nada, �jemos la orien-
tación nuestro referencial. Dado que el problema lo
podemos analizar como uno en dos dimensiones, sólo
usaremosf {̂; |̂ g. Tomamos gravedad tal que~g = � g |̂ .
Debido a que el proyectil es disparado a una distancia
de la barra y con rapidez su�ciente tales que podamos
despreciar la componente en̂| , tomamos que~vp = vo {̂.

Otro detalle es que uno pudiera verse tentado a
analizar el problema usando momentum lineal total del
sistema, pero debemos pensar que la situación del eje
del que está guindada la barra por un extremo impli-
ca que el movimiento posterior va a ser una rotación
pura. Por ello, la forma más sencilla de analizarlo es
usando conservación de momentum angular entre el
instante en que el proyectil justamente impacta la ba-
rra y el instante en el que el sistema `barra+proyectil'
inician movimiento.

h

Figura 4.8: Proyectil que golpea a una
barra delgada que cuelga de un extre-
mo.

Veamos entonces los momentum angular del proyectil justo en el instante de la colisión. Dado
que el eje va a servir de pivote para el giro, medimos los momenta angulares desde este punto. Con
esto,

~L p = ~r p � ~pp = [( lb � h) ( � |̂ )] � (mvo {̂) = ( lb � h)vo k̂ =) `p = m(lb � h)vo :

Como la barra está en reposo, todo el momentum angular del sistema es el del proyectil, de manera
que debe cumplirse quèp = `p+ b, donde`p+ b es la magnitud del momentum angular justo después
de la colisión, con el proyectil y la barra moviéndose solidariamente con rapidez angular! o en
torno al pivote de la barra. De esta manera, se tiene que

`p = `p+ b =) m(lb � h)vo = ( I b + I p)! o =) ! o =
m(lb � h)vo

I b + I p

dondeI b = 1
3 Ml 2

b, que es el resultado que obtuvimos en elEjemplo 4.5 , e I p = m(lb � h)2.

4.5. Referencial Centro de Masa

Si algo debemos tener claro a estas alturas del curso es que el centro de masa juega un papel
central en la descripción de sistemas de partículas. Adicional a esto, vimos en elCapítulo 2 que
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un referencial centrado en el centro de masa de un sistema de partículas era de gran utilidad
para describir algunas cantidades, y en particular era el referencial que se podía denominar de
momentum (lineal) cero. Por si fuera poco, en este capítulo hemos hablamos del tensor de inercia
de�nido en el centro de masa del rígido y en laFigura 4.5 se presentan los momentos de inercia
principales de una serie de rígidos en sus centros de masa.

Por todo lo anterior es natural que querramos estudiar el momentum angular de un sistema de
N partículas medido desde el centro de masa. Para ello usemos las expresiones (2.31) y (2.32):

~r i = ~R + ~r (cm)
i ; _~r i = _~R + _~r (cm)

i ; ~p i = mi
_~R + ~p (cm)

i :

Ahora escribimos el momentum angular de la partículai -ésima:

~L i = ~r i � ~p i =
h

~R + ~r (cm)
i

i
�

h
mi

_~R + ~p (cm)
i

i

= ~R �
h
mi

_~R + ~p (cm)
i

i
+ ~r (cm)

i �
h
mi

_~R + ~p (cm)
i

i

= mi
~R � _~R + ~R � ~p (cm)

i + mi~r
(cm)
i � _~R + ~r (cm)

i � ~p (cm)
i ;

(4.23)

para proceder a sumar sobre todas las partículas y obtener el momentum angular total:

~L T =
NX

i =1

~L i

=
NX

i =1

h
mi

~R � _~R + ~R � ~p (cm)
i + mi~r

(cm)
i � _~R + ~r (cm)

i � ~p (cm)
i

i

=

 
NX

i =1

mi

!

~R � _~R + ~R �

"
NX

i =1

~p (cm)
i

#

+

"
NX

i =1

mi~r
(cm)
i

#

� _~R +
NX

i =1

h
~r (cm)

i � ~p (cm)
i

i
:

(4.24)
Ahora analicemos cada término que tenemos en esta última expresión. Para el primero, es

evidente que  
NX

i =1

mi

!

~R � _~R = M ~R � _~R = ~R � ~P � ~L CM : (4.25)

En el segundo término tenemos la sumatoria de todos los momenta lineales respecto al centro de
masa, la cual recordamos es cero, por lo que

~R �
� � � � � � �*"

NX

i =1

~p (cm)
i

#

= ~0 :

Ahora en el tercer término tenemos otra sumatoria sobre todas las partículas de una cantidad
relativa al centro de masa. Esta también es nula, pero tal vez no sea directo de ver. Por ello, vamos
a reescribirla de la siguiente manera:

"
NX

i =1

mi~r
(cm)
i

#

� _~R =
M
M

"
NX

i =1

mi~r
(cm)
i

#

� _~R = M
� � � � � � � ��*"

NX

i =1

mi~r
(cm)
i

M

#

� _~R :
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Con esta manera de reescribirlo sí debe ser directo darnos cuenta que el término entre corchetes
no es otra cosa que el centro de masa medido desde el centro de masa, lo cual necesariamente tiene
que ser el vector nulo

El último término debe ser directo darnos cuenta que no es otra cosa que es el momentum total
del sistema medido desde el centro de masa:

~L (cm)
T �

NX

i =1

h
~r (cm)

i � ~p (cm)
i

i
: (4.26)

A diferencia del caso lineal, el momentum angular total medido desde el centro de masa no se
anula.

Con todo lo anterior, podemos escribir �nalmente que

~L T = ~L CM + ~L (cm)
T : (4.27)

Con este resultado podemos volver al que obtuvimos en lasección 4.2.1 , basado en elEjemplo
2.3. Allí calculamos el momentum angular de cada partícula (4.8) y luego sumamos para obtener
el momentum angular total. En su momento destacamos que si hubiésemos calculado~L T usando la
descomposición del referencial centro de masa se nos hubiese facilitado la obtención del resultado.

Por un lado, era directo ver que en ese conexto~L CM se anulaba, pues~R k _~R. En el caso de~L (cm)
T ,

para cada partícula se tiene directamente que~L (cm)
i = ml 2

b ! o k̂ , por lo que obtener el resultado
�nal de (4.9) es inmediato.

4.6. Energía Cinética Rotacional

Un importante resultado de la Mecánica lo constituye elTeorema de Chasles , también
llamado Teorema de Mozzi-Chasles , el cual establece que

Todo desplazamiento de un cuerpo rígido puede ser logrado de manera equivalente por
una traslación en cierta dirección seguida de una rotación en torno de un eje.

Por tanto, analizar la energía cinética puramente rotacional nos va a resultar conveniente en pró-
ximos escenarios. Más aún, en elCapítulo 2 , en las secciones 2.4 y 2.5, conseguimos también una
separación de la energía cinética en términos de la energía cinética del centro de masa y la energía
cinética interna (2.39). En este curso, esta misma separación va a corresponder con la separación
que establece el Teorema de Chasles, de manera que tendremos en general un centro de masa
que realiza un movimiento puramente traslacional, mientras que el movimiento interno es de tipo
rotacional.

Para derivar la expresión de la energía cinética rotacional, consideremos un sistema deN
partículas como el del inicio de lasección 4.2, en el que todas rotan respecto a un eje �jo con
rapidez angular ! o, como se indica en laFigura 4.2 . Dado que el movimiento es puramente
rotacional, vimos que la velocidad de cada partícula es_~r i = r i ? ! o û � . Con ello, su energía cinética
está dada por

K i =
1
2

mi
_~r i � _~r i =

1
2

mi (r i ? ! o)
2 =

1
2

mi r 2
i ?

! 2
o ; (4.28)
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de manera que es directo ver que la energía cinética (rotacional) total, que no es sino la sumatoria
de todas lasK i , es

K T =
NX

i =1

K i =
NX

i =1

�
1
2

mi r 2
i ?

! 2
o

�
=

1
2

 
NX

i =1

mi r 2
i ?

!

! 2
o : (4.29)

La sumatoria que tenemos entre paréntesis ya la conocemos: es el momento de inercia del
sistema de partículas respecto al eje de rotación. Por tanto, y como una expresión que nos sirve
también para distribuciones continuas de materia, tenemos que

K T =
1
2

I n ! 2
n ; (4.30)

donde I n es el momento de inercia respecto al eje de rotación con direcciónn̂ , con ! n la rapidez
angular respecto a dicho eje. Acá nuevamente podemos retomar la analogía que hemos venido
haciendo entre el movimiento rectilíneo y la rotación respecto a un eje �jo, donde habíamos com-
parado el papel de la masam con el del momento de inerciaI respecto al eje �jo. La expresión
(4.30) es, en este sentido, equivalente a la que obtenemos para la energía puramente traslacional
de un sistema de partículas en el que todas se mueven de forma solidaria con la misma velocidad.

La expresión general, para incluir casos en los que la velocidad angular~! no coincide con uno
de los ejes principales de rotación, es

K T =
1
2

~! � I � ~! ; (4.31)

pero para todo efecto práctico de este curso nos limitaremos a estudiar casos en los la velocidad
angular es paralela a uno de los ejes principales de rotación del rígido, de manera que (4.29) sea
directa de usar.

Con todo lo anterior, tomando en cuenta el Teorema de Chasles, podemos entonces escribir la
energía cinética de un cuerpo rígido como

K T = K (trasl )
T + K (rot )

T : (4.32)

Esta misma expresión también podemos aplicarla a un sistema compuesto, como por ejemplo una
maquinaria, en la que tengamos que partes se mueven de manera puramente traslacional y otras
de manera puramente traslacional, como se ilustra luego en elEjemplo 4.10 .

Si nos limitamos a casos de un cuerpo rígido en los que el centro de masa realiza un movimiento
puramente traslacional y que el movimiento interno es puramente rotacional, entonces tenemos que

K T = K CM + K (cm)
T =

1
2

M _R2 +
1
2

I n ! 2
n (4.33)

donde _R es la rapidez del centro de masa.
Regresemos brevemente a la expresión (4.30). Vamos ahora a comparar objetos de la misma

masa pero distintas geometrías y además comparar con distintas ubicaciones del eje de rotación.
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Ejemplo 4.9. Considere una esfera maciza (bola) de masaM y radio R, así como un cilindro
macizo, también de masaM , radio de baseR y altura H . Ambos objetos se ponen a rotar respecto
a un eje con rapidez angular! o. Compare las energías cinéticas cuando el eje coincide con el de
simetría y cuando el eje se encuentra en un borde del objeto.

zz0

R

R

R

zz0

Figura 4.9: Energía Cinética de dos Rígidos rotando: Esfera Maciza (Bola) y Cilindro.

Resolución: De la tabla presentada en laFigura 4.5 sabemos que los momentos de inercia
respecto dez de la bola y del cilindro sonI (b)

z = 2
5 MR 2 y I (c)

z = 1
2 MR 2. Para determinar los

momentos de inercia respecto az0, debemos usar el Teorema de Steiner(4.19):

Bola: I (b)
z0 =

2
5

MR 2 + MR 2 =
7
5

MR 2

Cilindro: I (c)
z0 =

1
2

MR 2 + MR 2 =
3
2

MR 2

Ahora procedemos a usar(4.30) para determinar la energía cinética en cada caso. De esta
manera, tenemos que

Bola:

8
>><

>>:

K (z)
T =

1
2

I (b)
z ! 2

o =
1

�2

�
�2
5

MR 2

�
! 2

o =
1
5

MR 2 ! 2
o

K (z0)
T =

1
2

I (b)
z0 ! 2

o =
1
2

�
7
5

MR 2

�
! 2

o =
7
10

MR 2 ! 2
o

Cilindro:

8
>><

>>:

K (z)
T =

1
2

I (c)
z ! 2

o =
1
2

�
1
2

MR 2

�
! 2

o =
1
4

MR 2 ! 2
o

K (z0)
T =

1
2

I (c)
z0 ! 2

o =
1
2

�
3
2

MR 2

�
! 2

o =
3
4

MR 2 ! 2
o

En ambos casos queda evidenciado que la energía cinética rotacional,a igual rapidez angular, es
mayor en los extremos del cuerpo que en el eje que pasa por el centro de masa. Esto es de esperarse
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dado que, como pudimos observar en con el Teorema de Steiner, el momento de inercia aumenta
cuando nos movemos a otro eje que el que pasa por el centro de masa.

Para �nalizar este capítulo, vamos a analizar una situación de conservación de la energía me-
cánica para un sistema compuesto por varios cuerpos, y que además nos va a servir para empezar
a estudiar poleas masivas, es decir, no ideales.

Ejemplo 4.10. En la Figura 4.10 se muestra una polea de masaM formada por dos discos de
radios R y r que se mueven solidariamente uno respecto al otro. Se sabe que dicha polea tiene
momento de inerciaI o respecto a su centro de masa, el cual está �jo a una alturaH respecto del
piso. Por el disco de radior pasa una cuerda ideal (de masa despreciable e inextensible) que conecta
con un bloque de masam1, que se encuentra en el piso, mientras que otra cuerda análoga pasa por
el disco de radioR y conecta con otro bloque de masam2, el cual se encuentra inicialmente a una
altura h del piso. Determine la rapidez del bloque de masam2 justo en el instante de tocar el piso,
si el sistema parte del reposo.

Resolución: En este caso tenemos un sistema compuesto de
una polea masiva y un par de bloques que consideramos de vo-
lumen despreciable. Queremos determinar la rapidez con la que
toca el piso la caja de masam2, lo cual sabemos que la manera
más expedita de conseguir es vía conservación de la energía me-
cánica. Para ello, debemos calcular la energía de la con�guración
inicial y luego la de la �nal e igualar para despejar la rapidez.

Empecemos por escribir la energía mecánica de la con�gura-
ción inicial. Dado que el sistema parte del reposo, inicialmente
sólo tenemos Energía potencial. Si �jamosEp = 0 en el piso,
entonces

E (i )
T = E (polea)

p + E (m2 )
p = MgH + m2gh :

Para la con�guración �nal, tendremos

E (f )
T = E (polea)

p + E (m1 )
p + K (polea) + K (m1 ) + K (m2 ) :

Rr

m1

m2

h

H

~g

Figura 4.10: Conservación de
Energía Mecánica en un Sis-
tema de Poleas y cajas.

Ahora debemos escribir cada término de esta última expresión y hallar las relaciones entre
las cantidades involucradas de manera de poder completar el cálculo. En el caso deE (polea)

p , dado
que la polea no se traslada, esta cantidad permanece constante y ya determinamos su valor. Para
la energía potencial de la masam1 tenemosE (m1 )

p = m1gy1, pero y1 6= H � h, ya que están
involucradas dos poleas distintas. Por lo tanto, calculemos esta altura. La manera de hacerlo es
relacionar la longitud de cuerda que en una polea con la de la otra vía el ángulo� que rotan para
que la masam2 caiga la distanciah:

h = � R ) � =
h
R

; y1 = � r =
h
R

r ) y1 =
r
R

h
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Vale destacar quey1 < H , algo que podemos usar para veri�car este paso del cálculo. Seguidamente,
veamos el términoK (polea) . Está claro que tendremos que

K (polea) =
1
2

I o ! 2
f =

1
2

I o

� vf

R

� 2
;

donde hemos usado el hecho de que las cuerdas no son elongables y que tampoco deslizan respecto
a los discos de la polea. Por tanto, podemos relacionar la rapidez angular del disco con la rapidez
vertical de la masam2.

Ahora veamos las energías cinéticas �nales de las masasm1 y m2. Para la primera, tendremos
que

K (m1 ) =
1
2

m1v2
1 =

1
2

m1(r! f )2 =
1
2

m1

�
r

vf

R

� 2
=

1
2

m1

� r
R

� 2
v2

f :

Para la segunda masa tendremos simplementeK (m2 ) = 1
2 m2v2

f . Ya con todos los términos aclara-
dos, procedemos a escribir nuestra ecuación de conservación de la energía mecánica total.

E (i )
T = E (f )

T

� � � �
E (polea)

p + E (m2 )
p =

� � � �
E (polea)

p + E (m1 )
p + K (polea) + K (m1 ) + K (m2 )

m2g h = m1g h
� r

R

�
+

1
2

I o

� vf

R

� 2
+

1
2

m1

� r
R

� 2
v2

f +
1
2

m2v2
f

�
m2 � m1

r
R

�
g h =

1
2

�
I o

R2
+ m1

� r
R

� 2
+ m2

�
v2

f

Por lo tanto,

vf =

vu
u
t 2

�
m2 � m1

r
R

�
g h

I o
R2 + m1

�
r
R

� 2
+ m2
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4.7. Problemas

Problema 4.1. (Tomado de: Di Bartolo (2003) [7].)
Un sistema está formado por dos partículas de masam que se mueven con rapidez constante

vo y sentidos contrarios a lo largo de dos trayectorias paralelas una de la otra y separadas una
distancia d entre sí, como se muestra en laFigura 4.11 .

(a.) Calcule el momentum angular total del sistema repecto al puntoO.

(b.) Calcule el momentum angular respecto a un punto arbitrario. ¾Cambia el resultado de~L T ?

x

y

O d

vo {̂

� vo {̂

m

m

Figura 4.11: Dos partículas que se mueven en sentidos opuestos a lo largo de trayectorias paralelas.

Problema 4.2. (Tomado de: Di Bartolo (2003) [7].)
Desde el risco de un acantilado de profundidadh se dispara una bala de cañón de masam con

velocidad inicial vo {̂. Considere un referencial cuyo origen se ubica a nivel del piso del acantilado,
pegado a la pared. Calcule el momentum angular de la bala y su tasa de cambio temporal.

Problema 4.3. Considere un disco lo su�cientemente delgado como para considerarse plano,
contenido en el planoXY , de radio R y densidad super�cial de masa� (r ) = �r . Determine sus
momentos principales de InerciaI x , I y e I z.

Problema 4.4. Considere la arandela semicircular de anchob del Problema 3.3 . Determine su
momento de InerciaI z en el puntoO.

Problema 4.5. Considere el disco con hueco delEjemplo 3.3 . Calcule su momento de inercia
I z que pasa por el origen.
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Problema 4.6. Super�cie Cónica:
Considere una super�cie formada al doblar una
láminda de grosor despreciable en la forma de una
barquilla de helado: un cascarón cónico de base
circular de masa totalM , densidad super�cial �
constante, alturaH y radio de la baseR. Deter-
mine:

(a.) El área del cascarón cónico.

(b.) El valor de � .

(c.) El centro de masa.

(d.) El momento de inercia a lo largo del eje de
simetría.

H

R

Figura 4.12: Super�cie: Cascarón Cónico

Problema 4.7. Conco Truncado:

Considere un cono truncado de base circular, de
masa totalM , distribuida homogéneamente, radio
inferior R1 y radio superior R2. Determine:

(a.) Volumen.

(b.) Centro de Masa

(c.) Momento de inercia respecto del eje de si-
metría.

O R1

R2

h

Figura 4.13: Cono Truncado de base circular.

Problema 4.8. Toroide macizo y cascarón toroidal.

Sea un toroide de masa totalM distribuida uni-
formemente y radiosR y r , como el que se mues-
tra en la �gura. Considere tanto el caso del cas-
carón toroidal como del toroide sólido.

(a.) Determina el área del cascarón toroidal y el
volumen del toroide sólido.

(b.) Determine los momento de inercia enI z e
I x , tanto para el caso del cascarón toroidal
como del toroide sólido.

O

z

R

r

Figura 4.14: Toroide de radiosR y r.
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Problema 4.9. Considere los cilindros delProblema 3.5 . Determine los momentos de Inercia
I z.

Problema 4.10. Considere una raqueta de Tenis de Mesa (ping-pong), modelada como se indica
en la �gura adjunta.

x

y

Figura 4.15: Raqueta de Tenis de Mesa.

El mango consta de un cilindro de madera
de largoL, radio r y masam1, que conside-
ramo distribuida uniformemente. La hoja de
la raqueta es un disco delgado de radioL y
masa totalm2, que también consideramos

(a.) Calcule su centro de masa.

(b.) Calcule el momento de inerciaI x .

(c.) Calcule el momento de inerciaI y en el
origen.

(d.) A partir del resultado anterior, discuta
la relación entre las masasm1 y m2

que favorecería más el juego.

Problema 4.11. Partícula siguiendo una trayectoria helicoidal:

Una partícula de masam desliza libremente sobre
un aro de radioR con rapidez angular! o constante.
En t = 0, el centro del aro, de masa despreciable,
se encuentra en el origen y empieza a moverse con
velocidad constantevo û z. En la base de vectores ci-
líndricos f û %;û � ;û zg, determine:

(a.) La velocidad _~r .

(b.) El momentum angular~L, medido desde el ori-
gen.

z

y

x

O

R

vo

t = 0

Figura 4.16: Partícula moviéndose en una
trayectoria helicoidal.

Problema 4.12. Una partícula de masam tiene un vector de posición, en la base de vectores
cilíndricos f û %;û � ;û zg, dado por

~r = R e � � (t ) û %+ H e � � (t ) û z ; (4.34)
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con R, H y � constantes de dimensiones apropiadas, mientras que� (t) = ! ot. Determine:

(a.) La velocidad _~r .

(b.) La aceleración•~r .

(c.) El momentum angular~L, medido desde el origen.

Problema 4.13. El disco montado en la mesa rotante delEjemplo 1.5 tiene masaM y radio
R. Determine su energía cinética.

Problema 4.14. (Tomado de: Di Bartolo (2004) [8].)

Un disco plano de masaM y radio R rota con rapi-
dez angular constante! o alrededor de un eje delga-
do de masa despreciable. Desde una alturah se deja
caer, deslizando sin fricción por dicho eje, otro disco
también plano de masam y radio r . Eventualmente,
debido a la fricción entre ambos discos, el sistema se
acopla y terminan girando solidariamente. Con base
en esto, determine:

(a.) Rapidez angular! f con la giran ambos discos al
�nal.

(b.) Energía Cinética inicial K (i )
T .

(c.) Energía Cinética �nal K (f )
T .

(d.) Fracción de K T perdida en el proceso:

f = 1 �
K (f )

T

K (i )
T

:

¾Por qué hay esta pérdida de energía Cinética?

m r

M R

! o

z

~g

Figura 4.17: Colisión con Disco rotan-
do.

Problema 4.15. (Tomado de: Di Bartolo (2004) [8].)

Un disco giratorio de radioR y masaM , distribuida homogéneamente, se encuentra montado
sobre cojinetes sin fricción. Un observador inercial externo lo ve girar alrededor del eje perpendicu-
lar al disco en sentido horario con rapidez angular! o. También observa que sobre el borde del disco
se mueve un insecto de masam, girando en sentido contrario con velocidadvo. Repentinamente,
el insecto encuentra una miga de pan y se detiene a comerla. Determine la velocidad angular! f

del disco y el cambio de energía cinética� K T .
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Capítulo 5

Dinámica de Rotaciones

Con lo que hemos aprendido hasta los momentos ya estamos preparados para empezar a estudiar
la dinámica de un movimiento rotacional. Iniciamos con la introducción delTorque ~� como
análogo de la fuerza en el movimiento rotacional. Analizamos primero el caso sencillo de una
partícula puntual para luego avanzar hacia las ecuaciones de movimiento rotacionales de un cuerpo
rígido. En ese contexto, trabajaremos de primero las poleas masivas para luego avanzar a sistemas
más complejos. Especial atención vamos a querer prestarle al movimiento de rodadura como caso
especial de la composición de un movimiento de traslación y uno de rotación, pero que también
es un caso simple en el que podremos entender el concepto de eje instantáneo de rotación que
mencionamos al inicio del curso.

5.1. Torque sobre una partícula

En la sección 4.4, donde discutimos la conservación del momentum angular, calculamos por
dos vías distintas la derivada total temporal del momentum angular, obteniendo las ecuaciones
(4.21) y (4.22). La unión de ambas nos lleva a una ecuación que nos recuerda a la segunda Ley de
Newton:

d~L
dt

=

(
~r � ~F

I ~�
; =) ~r � ~F = I ~�

i
(5.1)

A partir de esta ecuación y recordando la analogía que hemos estado haciendo entre el movimiento
rectilíneo y el rotacional con eje �jo, introducimos el concepto deTorque , denotado por~� , de�nido
como

~� � ~r � ~F
i

(5.2)

de manera que la ecuación (5.1) nos queda

~� = I ~�
i

(5.3)

que ciertamente parece equivalente a la ecuación de movimiento~F = m•~r . Esto por sí sólo no
es su�ciente para convencernos, pero si nos hace pensar que tenemos ya a mano una primera
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versión de la ecuación para describir la dinámica rotacional. Ahora vamos a considerar la dinámica
rotacional en términos de trabajo1 para conseguir por otra vía a la norma del vector torque.

O

z

y

x c(t)

~r (t) ~r (t0)
d�

d~r

~F

�

Figura 5.1: Desplazamiento in�nitesi-
mal de una partícula a lo largo de una
trayectoria c(t) .

Consideremos una partícula de masam con vector
de posición~r (t), moviéndose bajo la in�uencia de una
fuerza~F y sea~r (t0) el vector de posición de dicha par-
tícula en un instante t0 = t + �t posterior en el que
ha ocurrido un desplazamiento diferenciald~r , como se
muestra en la �gura adjunta. El diferencial de trabajo
dW claramente está dado por

dW = ~F � d~r =
�
�
�~F

�
�
� jd~r j cos� : (5.4)

De la geometría mostrada en la �gura es directo darnos
cuenta que podemos escribirjd~r j = r d� , con r = j~r j,

entonces, tomandoF �
�
�
�~F

�
�
�, tenemos que podemos

escribir

dW = F cos� r d�

= d W r + d W t ) dW r = F? r d� :
(5.5)

donde dW r se re�ere al trabajo debido a la parte rotacional del movimiento,F? se re�ere a la
componente de la fuerza~F perpendicular al vector de posición~r (t).

Para convencernos que esto es así, vamos a escribir el vector de desplazamiento diferencial en
término de los vectores~r (t) y ~r (t + �t ):

d~r = ~r (t + �t ) � ~r (t) = _~r dt : (5.6)

donde _~r la podemos escribir en términos de (1.7) al pensar que hemos de�nido nuestro referencial
de manera tal que el movimiento se desarrolla durante ese intervalo�t de tiempo en el planoXY
y que el eje instantáneo de rotación coincide con̂k. Más aún, dado que estamos interesados en
centrarnos en analizar la parte rotacional del movimiento, el movimiento podemos asumirlo en este
intervalo �t de tiempo como una rotación pura respecto âk, de manera que la trayectoria de la
partícula c(t), en el intervalo(t; t + �t ), coincida con una trayectoria circular de radior . Con esto,
_~r k û � , por lo qued~r ? ~r .

Por todo lo anterior, ahora podemos escribir

dW r = F? r d� = � d� ; (5.7)

donde� =
�
�
�~�

�
�
� , con lo que nuevamente encontramos una expresión que calza perfectamente con la

analogía que hemos venido haciendo entre el movimiento rectilíneo y el movimiento rotacional con
eje �jo.

Debemos destacar el hecho que estas últimas expresiones la hemos escrito separando explíci-
tamente la parte rotacional del movimiento y que, como se indica en (5.6), habrá una parte del

1Una presentación en este sentido puede encontrarse en lasección 12-5 (pág. 286) de [1].
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diferencial del trabajo que está relacionado con el del movimiento traslacional. Otro aspecto a
destacar es que, al igual que sucede con el momentum angular, es que esta cantidad no está úni-
camente relacionada con el movimiento rotacional. Es decir, por el hecho de que una partícula no
esté desarrollando un movimiento explícitamente rotacional no implica que su momentum angular
o el torque deban ser nulos. Para ilustrar esto, vamos a analizar brevemente elProblema 4.2 y
calcular directamente~� :

Ejemplo 5.1. Desde el risco de un acantilado de profundidadh se dispara una bala de cañón de
masa m con velocidad inicialvo {̂. Considere un referencial cuyo origen se ubica a nivel del piso
del acantilado, pegado a la pared. Calcule el torque ejercido por la gravedad sobre la partícula.

Resolución: Para calcular el torque, debemos primero escribir el vector posición de la bala de
cañón. Es directo darnos cuenta que el mismo es

~r (t) = vot {̂ +
�

h �
g
2

t2
�

|̂ ; 0 � t �

s
2h
g

;

de manera que

~� = ~r � ~F =
h
vot {̂ +

�
h �

g
2

t2
�

|̂
i

� (� mg |̂ ) ) ~� = � mgvot k̂ ; 0 � t �

s
2h
g

:

5.2. Torque sobre un Sistema de Partículas

Acabamos de de�nir el torque para una sola partícula por lo que ahora podemos avanzar a un
sistema deN partículas. Si bien la ecuación (5.3) nos permite analizar rígidos, aún así debemos
entender quién es el vector~r en (5.2) en el caso de un cuerpo extendido.

Consideremos la partículai -ésima de un sistema deN partículas, cuyo vector de posición es
~r i y sobre la que actúa una fuerza externa~F i . De esta manera, el torque~� i que actúa sobre la
partícula i -ésima es

~� i = ~r i � ~F i ; (5.8)

de donde es directo ver que el Torque neto~� T no es otra cosa que la suma de (5.8) sobre todas las
partículas

~� T =
NX

i =1

~� i =
NX

i =1

�
~r i � ~F i

�
: (5.9)

Para el caso de un sistema de muchas partículas, y más aún para cuerpo extendido, esta tarea
pareciera ser titánica y complicada, pues en última instancia debemos conseguir como actúan las
fuerzas externas sobre cada una de las partículas que componen al sistema. Afortunadamente, en
nuestro tratamiento hay una serie de simpli�caciones que podemos hacer que hacen manejable
estos torques externo. A continuación nos centramos en dos casos, en el torque debido a gravedad
y en el torque debido a fuerzas de contacto.
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5.2.1. Torque Gravitacional: Centro de Gravedad

El centro de gravedad se de�ne como el vector de posición del punto donde actúa el torque
neto debido a la fuerza gravitacional. Esto es, el vector de posición del centro de gravedad~R g es
tal que si en dicho punto concentramos toda la masaM del objeto, el torque gravitacional

~� g = ~R g � M ~g
�

~R g

�
; (5.10)

donde~g
�

~R g

�
es el vector aceleración de gravedad evaluado en el centro de gravedad, es igual a la

suma de todos los torques gravitacionales individuales de las partes del sistema:

~� (neto)
g =

Z

V
[~r � ~g(~r )] dm : (5.11)

De esta manera, el vector de posición del centro de gravedad~R g se de�ne como el vector que
es solución a la siguiente ecuación:

~R g � M ~g
�

~R g

�
=

Z

V
[~r � ~g(~r )] dm (5.12)

En nuestro tratamiento hasta los momentos hemos lidiado con objetos cuyas dimensiones son
lo su�cientemente pequeñas como para tomemos la aceleración de gravedad como constante. Si
esto es así, está claro que en el lado derecho de (5.12) se tiene que

Z

V
[~r � ~g(~r )] dm =

Z

V
(~r � ~g) dm

=
� Z

V
~r dm

�
� ~g

=
M
M

� Z

V
~r dm

�
� ~g

= M
�

1
M

Z

V
~r dm

�
� ~g

= M ~R � ~g = ~R � M ~g

9
>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>;

=)
~R g = ~R

(~g constante enV)

(5.13)

Es decir, para todo efecto práctico de este curso podemos tomar que el centro de gravedad
coincide con el centro de masa. De esta manera, el torque debido al peso del objeto en cuestión no
será sino

~� g = ~R � M ~g (5.14)

En la ecuación (5.13) hay que destacar que lo que nos lleva a poder factorizar fuera de la
integral al vector ~g y así llegar a la igualdad entre el centro de gravedad~R g y el centro de masa
~R es el hecho de haber usado la aproximación de considerar al vector~g como un vector constante
en todo el volumen del cuerpo en cuestión. Lo importante para que esta aproximación sea válida
son las dimensiones del objeto en cuestión y no la manera en que está distribuida la masa dentro
del mismo.
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5.2.2. Torque por fuerzas de contacto

Muchas de las fuerzas que vamos a estar analizando en los problemas a resolver en este curso
son de tipo de contacto, como puede ser la fuerza de reacción que ejerce una super�cie sobre un
cuerpo en contacto con ella. En esos casos, el vector~r en (5.2) va a ser el vector de posición del
punto de contacto con la super�cie.

M ~g

~F

~� p

~� e

Figura 5.2: Ejemplo del Diagrama de
Cuerpo Libre de un Rígido.

Consideremos brevemente un disco macizo sobre
una super�cie que en un punto se dobla formando un
escalón, como se muestra en laFigura 5.2 . En el pun-
to de contacto del disco con el piso hay una fuerza de
reacción que ejerce éste sobre el disco y que hemos lla-
mado ~� p, mientras que en la esquina hay otra fuerza
de contacto, también de reacción, actuando sobre el
disco, que hemos denominado~� e. En el caso de~� p,
esta fuerza se suele descomponer en término de los vec-
tores paralelo~� k

p y perpendicular ~� ?
p a la super�cie.

~� k
p se suele denominarFuerza de Roce, mientras que

~� ?
p es laFuerza Normal.

Una vez �jado referencial apropiado, los torques de
cada fuerza se calculan usando (5.2) con~r el vector de
posición de cada punto de contacto.

5.3. Casos de Estudio

En esta sección trabajar algunos casos puntuales de sistemas que nos serán útiles de analizar
para posteriores aplicaciones en problemas más complejos. Iniciamos con el análisis de poleas no
ideales, es decir, poleas formadas por discos cuyas masas no son despreciables. Luego de esto
analizaremos el movimiento de rodadura, que además nos servirá de ejemplo de un movimiento
donde el eje de rotación es cambiante.

5.3.1. Poleas Masivas

Hasta los momentos, particularmente en el curso anterior, cada vez que aparecía una polea en
un problema, ésta se trataba como ideal, es decir, formada por un disco cuya masa era despreciable
frente a las otras masas involucradas. Ahora queremos analizar qué sucede si la polea en cuestión
tiene una masa que no se puede despreciar.

Iniciemos nuestro análisis con una polea sencilla, formada por un disco de masaM y radio R.
Por la polea se hace pasar una cuerda ideal que no desliza respecto al disco y en cada extremo de
la misma se aplica una cierta fuerza, que denotamos~T 1 y ~T 2.

Empezamos por escribir los torques relativos a las tensiones. Para ello, �jemos el origen de
nuestro referencial en el centro de la polea, justo en el eje de rotación, y los versores{̂ y |̂ en las
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direcciones usuales. Para cada tensión tenemos que

~� 1 = ~r 1 � ~T 1 = ( R {̂) � (� T1|̂ ) = � RT1 k̂ ; ~� 2 = ~r 2 � ~T 2 = ( R |̂ ) � (� T2 {̂) = RT2 k̂ ; (5.15)

con lo cual tenemos que la ecuación (5.2) queda como

X

i

~� i = I ~� =) R(T2 � T1) k̂ = I z � k̂

R(T2 � T1) = I z � :
(5.16)

Usando el valor deI z para el disco (Figura 4.5), tenemos
que:

R(T2 � T1) = I z � =) ��R(T2 � T1) =
1
2

MR �2 �

� = 2
T2 � T1

MR

(5.17)

Supongamos ahora que la tensión~T 1 es debida al peso
de un bloque de masam. Si queremos determinar la ace-
leración del bloque, recordemos que la cuerda no desliza
respecto a la polea, por lo que� = •y

R , de manera que

R

~T 2

~T 1

~�

Figura 5.3: Polea Masiva Simple.

� = 2
T2 � T1

MR
=)

•y

��R
= 2

T2 � mg
M ��R

=) •y = 2
T2 � mg

M
: (5.18)

Ahora vamos a analizar una polea compuesta por dos discos planos coaxiales que se mueven
solidariamente.

Ejemplo 5.2. Polea Masiva compuesta por dos discos .
Consideremos el sistema que se muestra en laFigura 5.4 . Se tiene una polea formada por

dos discos coaxiales de radiosR1 y R2, tales que se mueven solidariamente. Esto implica que sus
rapideces angulares son iguales! 1 = ! 2 = ! y la velocidad angular es~! = ! k̂ . Por simplicidad,
supongamos que conocemosI z. En caso de no conocerlo, recordemos que si tenemos las masas de
cada disco podemos calcularlo rápidamente al ser coaxiales, de modo que

I (cm)
z =

1
2

M 1R2
1 +

1
2

M 2R2
2 (5.19)

En el sistema tenemos dos cuerdas ideales (de masa despreciable e inextensibles), enrrolladas
en cada uno de los discos. Ambas se mueven sin deslizar respecto a su disco. En la cuerda superior
se está aplicando una fuerza~Fo = Fo(� {̂). De la cuerda enrrollada en el disco de radioR2 cuelga
un bloque de masam.
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R1
R2

~Fo

m

{̂

|̂

k̂

~g

Figura 5.4: Polea compuesta formada por
dos discos planos coaxiales de radios distin-
tos

Para el bloque de masam, tenemos que
X

~F = m•~r =) T � mg = m•y : (5.20)

Veamos ahora la ecuación de torque(5.2) respecto
al centro geométrico de las poleas (que coincide
con su centro de masa):

X
~� = I z ~� ) FoR1 � TR2 = I z � (5.21)

En caso de duda, el lector se puede referir a la de-
rivación de los torques calculados en(5.15). Dado
que la cuerda no desliza respecto al disco, se tiene
que el módulo de la aceleración tangencial en el
punto donde la cuerda se despega del disco debe
ser igual al módulo de la aceleración del bloque

•y = � R2 : (5.22)

De esta manera podemos reescribir las ecuación(5.21) como

FoR1 � TR2 = I z
•y

R2
: (5.23)

Si además usamos(5.20) para despejarT, tenemos que

T � mg = m•y =) T = m(g + •y) : (5.24)

Esta expresión deT la podemos emplear en(5.23), de manera que

FoR1 � m(g � •y)R2 = I z
•y

R2

FoR1R2 � m(g � •y)R2
2 = I z •y

FoR1R2 � mgR2
2 + m•yR2

2 = I z •y

FoR1R2 � mgR2
2 = I z •y � mR2

2•y
�
I z � mR2

2

�
•y = FoR1R2 � mgR2

2

=) •y =
FoR1R2 � mgR2

2

I z � mR2
2

:

(5.25)

Si ahora utilizamos este resultado en(5.24), obtenemos el valor deT:

T � mg = m•y =) T = mg + m
FoR1R2 � mgR2

2

I z � mR2
2

(5.26)

Veamos nuevamente la ecuación de torque(5.21). Si el lado dereccho de la ecuación es cero
bien sea porque el sistema se encuentra en equilibrio o porque la polea es ideal, entonces
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FoR1 � TR2 = 0 =) Fo =
R2

R1
T : (5.27)

Si el sistema está en equilibrio (no necesariamente estático), podemos ver queT = mg, por lo
que la fuerzaFo necesaria para levantar el bloque es

Fo =
R2

R1
mg; R2 < R 1 =) Fo < mg ; (5.28)

de manera que este arreglo nos permite ejercer una menor fuerza para levantar el bloque de masa
m.

5.3.2. Movimiento de Rodadura

Como mencionamos cuando estudiamos la energía cinética rotacional en lasección 4.6, el
movimiento de un rígido podemos descomponerlo en un movimiento puramente traslacional y otro
puramente rotacional. Pocos ejemplos más claros y directos de esto que el movimiento de rodadura,
cuya descomposición en este sentido presentamos en laFigura 5.5 . Por simplicidad, pensemos en
un disco de radioR y masaM , con distribución de masa homogénea, de manera que su centro de
masa se ubica en su centro geométrico. En la parte(a) se presenta un movimiento puramente de
traslación, con todas las partes del disco moviéndose a la misma velocidad~v al cual le sumamos
uno puramente rotacional, con velocidad angular~! en torno a su centro geométrico.

(a)

~v

~v

~v (b)

~!

~! � ~r s

~! � ~r i (c)

_~R

~vs = 2 _~R

~v i = ~0

Figura 5.5: Movimiento de Rodadura (c) como la composición un movimiento puramente trasla-
cional(a) y uno puramente rotacional (b).

Como podemos observar de laFigura 5.5 , la condición de rodadura, es decir, de que el cuerpo
realice un movimiento de rodar sobre una super�cie sin deslizar respecto a la misma es justamente
que el vector velocidad del punto de contacto respecto del piso sea nula. Esto nos lleva a establecer
el denominadovínculo de rodaduraen su forma vectorial:

_~R + ~! � ~r i = ~0 : (5.29)
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Es directo darnos cuenta que esto lo podemos reescribir en términos de la rapidez del centro de
masa _R, la rapidez angular! y el radio R del objeto como

_~R + ~! � ~r i = ~0 =) _R {̂ + R! (� {̂) = ~0 =) _R � R! = 0 =) _R = R! (5.30)

Como hemos indicado, el punto de contacto entre el objeto y la super�cie tiene velocidad nula.
Se trata de un punto que instantáneamente se mantiene �jo respecto al piso. Para que el objeto
pueda moverse, es decir, para que efectivamente esté rodando, ese punto que está en reposo respecto
al piso no es �jo respecto al cuerpo, sino que va cambiando. Dicho punto nos permite introducir un
concepto importante en las rotaciones: eleje instantáneo de rotación. En el caso del movimiento de
rodadura, el eje instantáneo de rotación está justamente en ese punto de contacto con la super�cie.

Volvamos a laFigura 5.5(c) . Recordemos que cuando
analizamos el movimiento circular en elCapítulo 1 , ha-
bíamos conseguido que la rapidez tangencial está dada por
r! , donder es el radio de giro. Al considerar el eje de ro-
tación ubicado en el punto de contacto está claro el porqué
tenemos que en el punto diametralmente opuesto la rapidez
de desplazamiento es2R! . En ese punto tenemos precisa-
mente quer = 2R. Lo otro que podemos darnos cuenta es
que a lo largo de esa línea diametral, hay un per�l de velo-
cidades tangenciales, todas en la dirección{̂, que irán desde
0 hasta el máximo de2R! . Pero esas velocidades tangen-
ciales corresponden a las velocidades de desplazamiento de
cada uno de los puntos que se encuentran sobre una línea
paralela al piso a la altura dada por una cierta cantidad
altura r .

Se
nt

id
o

de
l g

iro

_~R

2 _~R

Figura 5.6: Per�l de velocidades de
un objeto que rueda sin deslizar.

Si miramos laFigura 5.6 , son precisamente las líneas verdes las que nos dan esas líneas de
igual velocidad de traslación. La magnitud de esa velocidad está relacionada con la distancia entre
la línea azul y la roja.

Con esto en mente, vamos a analizar el per�l de velocidades que tenemos en el objeto que está
rodando en el siguiente ejemplo. Este ejemplo está basado en elProblema 2 (pág. 1) de [8].

Ejemplo 5.3. Per�l de velocidades en el movimiento de rodadura:

Un disco de masaM y radio R rueda sin des-
lizar sobre una super�cie horizontal rugosa con
una rapidez angular! o. Determine la rapidez de
traslación del puntoP, mostrado en laFigura
5.7.

Resolución: Acabamos de argumentar que
las líneas verdes de laFigura 5.6 representan ni-
veles en los que todos los puntos del disco tienen
la misma velocidad instantánea de traslación.

P

R
�

Se
nt

id
o

de
l g

iro

{̂

|̂

k̂

Figura 5.7: Disco que rueda sin deslizar.
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P
P'

O

�

~r prp0

_~r (tr )
p

Figura 5.8: Cálculo de la velocidad de trasla-
ción de un punto arbitrario de un disco que
rueda sin deslizar.

Con esto en mente, está claro que lo que debemos
calcular es la alturarp0 a la que se encuentra el punto
P respecto del piso, es decir, necesitamos determinar
~r p � |̂ . Desde el punto de contacto hastaO la distancia
esR. Dado que también se cumple que desdeO hasta
P la distancia esR, entonces la distancia desdeO
hastaP0 es R cos� . Por lo tanto, tenemos que

rp0 = R + R cos� = R(1 + cos� ):

De esta manera, la velocidad de traslación del pun-
to P0 está dado por

_~r (tr )
p0 = ! oR(1 + cos� ){̂:

Volvamos al hecho de que el punto de contacto es un punto con velocidad nula. Dado que éste
es un punto que instantáneamente está inmóvil respecto al piso, la fuerza de roce que hay entre la
super�cie y el objeto es de tipo estático, por lo que no la conocemosa priori . Debemos recordar
que para el caso estático se cumple que

f (e)
r � � e N :

A continuación presentamos un ejemplo, basado en elProblema 10 (pág. 77) de [6].

Ejemplo 5.4. Transición al movimiento de rodadura

Un objeto de per�l circular, de masaM dis-
tribuida homogéneamente y radioR es lan-
zado justo sobre una super�cie rugosa con
una velocidadvo {̂. El objeto desliza sobre la
super�cie hasta que empieza a rodar sin des-
lizar. Suponga que se conocen los coe�cientes
� c y � e. Determine

(a.) El tiempo t r que tarda el objeto en ini-
ciar el movimiento de rodadura.

(b.) La velocidad angular una vez que inicia
el movimiento de rodadura.

(c.) El trabajo realizado por la fuerza de ro-
ce ~� k.

R

vo

~g

{̂

|̂

k̂

Figura 5.9: Objeto de per�l circular que inicial-
mente desliza sobre una super�cie rugosa.
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Resolución: Lo primero que debemos hacer es un diagrama de cuerpo libre del objeto de per�l
circular en cuestión:

M ~g

~�

Figura 5.10: Diagrama de Cuerpo
Libre de un objeto de per�l circu-
lar que inicialmente desliza sobre
una super�cie rugosa.

El vector ~� corresponde a la fuerza de reacción del piso
sobre el objeto, la cual podemos descomponer como

~� = � � k {̂ + � ? |̂ = � f r {̂ + N |̂ :

Con esto, las ecuaciones de movimiento nos quedan:

M •x = � f r

0 = N � Mg

�
�
�
�
�

I •� = Rf r

Dado que desdet = 0 hasta que se inicie el movimiento de
rodadura ent = t r el roce es cinético, tenemos que

f c
r = � cN:

Por lo tanto, la ecuación de movimiento en X podemos re-
escribirla sustituyendo esta relación y el despeje deN en
la ecuación de movimiento en Y. De esta manera, podemos
integrar una vez respecto del tiempo y obtener una expresión
para la rapidez del centro de masa:

� �M •x = � f r

= � � cN

= � � c� �M g

9
>=

>;

d _x
dt

= � � cg
Integrando respecto a t

����������������! _x(t) = vo � � cgt :

Análogamente, para la ecuación de movimiento rotacional tenemos que

I •� = Rf r

= R� cN

= R� cMg

9
>=

>;

d _�
dt

=
R� cMg

I
Integrando respecto a t

����������������! _� (t) =
MR

I
� cgt :

Con estas dos expresiones, lo que necesitamos es determinar el instantet r para el cual se inicia el
movimiento de rodadura. Para ello recurrimos a la expresión del vínculo de rodadura(5.29):

_x(t � t r ) = R _� (t � t r )

Pero las ecuaciones de movimiento que hemos planteado al inicio de esta resolución son válidas
solamente parat 2 [0; t r ], de manera que el vínculo de rodadura con las expresiones que conseguimos
sólo podemos tomarlo ent = t r :

vo � � cgtr =
MR 2

I
� cgtr =) vo =

�
1 +

MR 2

I

�
� cgtr

=) t r =
vo�

1 + MR 2

I

�
� cg
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Para calcular la rapidez angular! r del objeto una vez que se inicia el movimiento de rodadura, lo
que tenemos que hacer es sustituir este tiempot r en nuestra expresión para_� (t):

! r = _� (t = t r )

=
MR

I � �� c �g
vo�

1 + MR 2

I

�
� �� c �g

=
MR

I
vo

1 + MR 2

I

=) ! r =
MR

I + MR 2
vo:

Si usamos la regla de la mano derecha y dado el sentido del giro es directo darnos cuenta que la
velocidad angular del objeto del problema es en la dirección� k̂ . Por lo tanto,

~! r =
MR

I + MR 2
vo k̂ :

Por último, queremos calcular el trabajo realizado por la fuerza de roce~� k. Esto lo haremos
analizando el cambio de energía cinética del objeto entre el instantet = 0 y t = t r . Empecemos por
calcular la K T (t = t r ), tomando en cuenta que podemos separar el movimiento del centro de masa
según(2.38) y (4.32)

K T (t = t r ) = K (tr )(t = t r ) + K (rot )(t = t r ):

Procedemos a calcular cada uno de estos términos por separado.

K (tr )(t = t r ) =
1
2

M _x2 =
1
2

M (R! r )
2 =

1
2

MR 2

�
MR

I + MR 2
vo

� 2

=
1
2

M 3R4

(I + MR 2)2 v2
o ;

K (rot )(t = t r ) =
1
2

I! 2
r =

1
2

I
�

MR
I + MR 2

vo

� 2

=
1
2

IM 2R2

(I + MR 2)2 v2
o :

Por otro lado, recordemos que para los objetos de per�l circular, el momento de inercia es de la
forma I = � MR 2, donde� es un escalar adimensional que depende del tipo de objeto en cuestión.
Por ejemplo, para un disco y un cilindro,� = 1

2 , mientras que para una esfera sólida (bola)� = 2
5 .

Con esto en mente, reescribimos las expresiones anteriores, obteniendo:

I = � MR 2 =)

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

K (tr )(t = t r ) =
1
2

M 3R4

(I + MR 2)2 v2
o =

1
2

M 3R4

(� MR 2 + MR 2)2 v2
o

=
1
2

M �3� �R4

(� + 1) 2
� �M 2 � �R4

v2
o =

1

(� + 1) 2

�
1
2

Mv 2
o

�
;

K (rot )(t = t r ) =
1
2

IM 2R2

(I + MR 2)2 v2
o =

1
2

(� MR 2)M 2R2

(� MR 2 + MR 2)2 v2
o

=
1
2

�M �3� �R4

(� + 1) 2
� �M 2 � �R4

v2
o =

�

(� + 1) 2

�
1
2

Mv 2
o

�
:

85



H. Albrecht Q. FS-1112: Física II

Ahora podemos escribir la energía cinética parat = t r :

K T (t = t r ) = K (tr )(t = t r ) + K (rot )(t = t r )

=
1

(� + 1) 2

�
1
2

Mv 2
o

�
+

�

(� + 1) 2

�
1
2

Mv 2
o

�

=
� � �� + 1

(� + 1) �2

�
1
2

Mv 2
o

�
=

1
� + 1

�
1
2

Mv 2
o

�
:

Para t = 0 tenemos queK T (t = 0) = 1
2Mv 2

o, de manera que

�K T = K T (t = t r ) � K T (t = 0) =
1

� + 1

�
1
2

Mv 2
o

�
�

1
2

Mv 2
o

=
1
2

�
1

� + 1
� 1

�
Mv 2

o =
1
2

�
1 � (� + 1)

� + 1

�
Mv 2

o = �
�

2(� + 1)
Mv 2

o :

Finalmente, dado queWf r = �K T , tenemos que

Wf r = �
�

2(� + 1)
Mv 2

o

La última parte de este ejemplo nos presenta una relación entre las energías cinéticas trasla-
cionales y rotacionales del centro de masa para el movimiento de rodadura en la que queremos
detenernos un momento. En nuestro análisis hemos indicado que para objeto de per�l circular su
momento de inercia puede escribirse como

I = � MR 2 (5.31)

y hemos indicado que

� =
1
2

(Aro, Disco y Cilindro), � =
2
5

(Bola), � =
2
3

(Esfera) : (5.32)

A partir de ello, hemos obtenido que

K (rot )
CM = � K (tr )

CM (5.33)

y, por tanto, se cumple que la energía cinética total del objeto que se mueve rodando sin deslizar
se puede escribir en términos de la energía cinética de traslación de su centro de masa como

K T = ( � + 1) K (tr )
CM : (5.34)
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5.4. Ejemplos Resueltos

En esta sección vamos a plantear algunos ejemplos de problemas que incluyen el uso de poleas
y de movimiento de rodadura para su estudio. La idea es que sirvan de muestra de cómo enfrentar
problemas de este tipo.

Empezamos por analizar un sistema análogo al delProblema 19 (pág. 7) de [8].

Ejemplo 5.5. En la Figura 5.11 se muestra un cilindro de radioR y masa M , distribuida
homogéneamente, alrededor del cual se ha enrrollado una cuerda ideal inextensible. El cilindro se
encuentra sobre una super�cie rugosa y la cuerda sale por el punto diametralmente opuesto al
punto de contacto y pasa una polea de radior y masamp para conectar con un bloque de masa
m que cuelga. Suponga que la cuerda no desliza ni en el cilindro ni en la polea. El sistema parte
del reposo y a medida que cae el bloque, el cilindro rueda sin deslizar. Con base en lo anterior y
asumiendo que se conocen los coe�cientes� s y � k , determine:

M

R

mp

r

m
~g

{̂

|̂

k̂

Figura 5.11: Dinámica de un Cilindro sobre su-
per�cie rugosa que rueda sin deslizar arrastrado
por un bloque que cae.

(a.) Aceleración •y del bloque.

(b.) Aceleración angular~� p de la polea.

(c.) Aceleración •x del centro de masa del
cilindro.

(d.) Aceleración angular~� c del cilindro.

(e.) Magnitud de las tensiones~T x y ~T y.

(f.) Magnitud de la fuerza de roce~fr .

Resolución: Lo primero que debemos
hacer es plantear las ecuaciones de movi-
miento de cada una de las partes del siste-
ma. Para ello, empezamos por dibujar por
separado los diagramas de cuerpo libre del
Cilindro, Disco de la Polea y del bloque:

(a)

R
~T x

M ~g

~�

(b)

r

� ~T y

� ~T x

mp~g

~� p

(c)

~T y

m~g

Figura 5.12: Diagramas de cuerpo libre delEjemplo 5.5 : (a) Cilindro, (b) Polea y (c) Bloque.
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Empecemos por analizar el cilindro. Lo primero es notar que~� es la fuerza de reacción del piso
sobre el cilindro, cuya componente paralela al piso~� � {̂ = � = f r es lo que solemos denominar
fricción mientras que la componente perpendicular~� � |̂ = � ? = N , la normal. Primero veamos
las ecuaciones de movimiento del centro de masa del cilindro

~T x + ~� + M ~g = M •~R =)

(
Tx + f r = M •x ;

N � Mg = 0 ;
(5.35)

y ahora planteamos la ecuación de torque(5.3) respecto al punto de contacto,

� � � � � �~R 0 � (M ~g) + 2 ~R � ~T x = I c~� =) 2TxR = I c� : (5.36)

Ahora analicemos la polea. Dado que en este momento no nos están preguntando la fuerza de
reacción del eje sobre el disco de la polea, entonces vamos a escribir sólo la ecuación de torque
(5.3) desde el centro de masa:

(r |̂ ) �
�

� ~T x

�
+ ( r {̂) �

�
� ~T y

�
= I p~� p =) (Ty � Tx )r = I p� p : (5.37)

Por último, para el bloque tenemos que:

~T y + m~g = m•~r b =) Ty � mg = � m•y : (5.38)

Si hacemos un conteo de las incógnitas que tenemos, resulta que hay 8:Tx , Ty, N , f r , � p, � ,
•x e •y. Sin embargo, tenemos planteadas hasta el momento sólo 5 ecuaciones, por lo que nos falta
establecer otras 3 relaciones entre nuestras variables. Para ello recordemos que la cuerda no resbala
respecto a la polea ni tampoco se elonga. Por lo tanto, los módulos de la aceleración tangencial de
la polea y la del bloque deben ser iguales:

•y = � pr ; (5.39)

la cual es, en magnitud, igual aceleración tangencial del cilindro, por lo que

•y = � (2R) ; (5.40)

donde hemos tomado en cuenta que el eje instantáneo de rotación es el punto diametralmente
opuesto al punto donde se despega la cuerda. Finalmente, usamos el vínculo de rodadura para
relacionar la aceleración del centro de masa con la aceleración angular:

•x = � R : (5.41)

Con esto ya tenemos las 8 ecuaciones(5.35), (5.36), (5.37), (5.38), (5.39), (5.40) y (5.41) que
nos permiten determinar las 8 incógnitasTx , Ty, N , f r , � p, � , •x e •y. De esta manera, usando
queI c = 3

2 MR 2 así como queI p = 1
2 mr 2, lo único que resta es resolver el sistema de ecuaciones,

lo cual se deja de ejercicio para el estudiante.
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Al ejemplo anterior pudiéramos hacerle algunas modi�caciones para aumentar su di�cultad,
como hacer que la polea sea de doble disco, como la delEjemplo 5.2 , que en lugar de una super�cie
horizontal sea inclinada o que en lugar de un cilindro se trata de un carrete. En en siguiente ejemplo
vamos a centrarnos en analizar el caso en el que la super�cie por la que desliza el cilindro es un
plano inclinado.

Ejemplo 5.6. Considere una con�guración análoga a la presentada en elEjemplo 5.5 , cambiando
ahora la super�cie horizontal por una super�cie inclinada un cierto ángulo� conocido. Determine
todas las cantidades indicadas en el mencionado ejemplo.

~F

x0

y0

~� ?
~�

{̂0

|̂ 0

k̂0

M ~g

x

�

�

�

Figura 5.13: Diagrama de Cuerpo Libre
de un cilindro que rueda sin deslizar en
un plano inclinado

Resolución: Vamos a centrarnos solamente en el
cilindro, ya que el resto los diagramas y ecuaciones
quedan iguales a las obtenidas con anterioridad. En
la �gura adjunta se muestra el diagrama de cuerpo li-
bre del cilindro, por lo que procedemos a escribir las
ecuaciones de movimiento en la base

n
{̂0; |̂ 0; k̂0

o
:

Fx0 + f r � Mg sen� = M •x0;

N � Mg cos� = 0 ;
(5.42)

mientras que la ecuación de torque(5.3) respecto del
punto de contacto:

2R Fx0 � R Mg sen� = I c� : (5.43)

Estas ecuaciones sustituyen a(5.35) y (5.36), man-
teniéndose las demás. Nuevamente la resolución del
sistema de ecuaciones se deja como ejercicio para el
estudiante.

Como ya indicamos anteriormente, elEjemplo 5.5 puede modi�carse para incluir algunas
complicaciones en la con�guración del sistema. A continuación queremos analizar el caso en el que
en lugar del cilindro se tiene un carrete o yoyo. Para esto, analizamos un planteamiento análogo
al del Problema 25 (pág. 9) de [8].

Ejemplo 5.7. Un carrete o yoyo está formado por dos discos de radioR y masasM d y un cilindro
de radio r , longitud H y masaM c, como se muestra en laFigura 5.14 . Alrededor del cilindro se
enrolla una cuerda ideal y del extremo se le aplica una fuerza~F conocida. El yoyo se encuentra
sobre una super�cie rugosa horizontal, de manera que rueda sin deslizar.

1. Dibuje el Diagrama de Cuerpo Libre del Yoyo.

2. Escriba las ecuaciones de movimiento del centro de masa del Yoyo.

3. Escriba la ecuación de Torque(5.3).
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~F

Figura 5.14: Yoyo formado por dos
discos y un cilindro.

Resolución: Empezamos por dibujar el diagrama de
cuerpo libre usando una vista lateral del Yoyo:

r

R

MT~g

N
f r

~F

Figura 5.15: Diagrama de cuerpo libre de un yoyo.

Con esto ya podemos escribir las ecuaciones de movimiento
del centro de masa del Yoyo:

F + f r = MT •xcm ;

N � MT g = 0 ;
(5.44)

dondeMT � 2M d + M c.

Para la ecuación de torque(5.3) desde el punto de contacto, tenemos que

(R + r )F = I yoyo � yoyo ; donde I yoyo = 2I d + I c = 3M dR2 +
3
2

M cr 2 : (5.45)

Para �nalizar este capítulo, vamos a trabajar un problema tipo examen y en este caso resolverlo
completo. El ejemplo que presentamos a continuación corresponde a un parcial de este curso del
año 2017.

Ejemplo 5.8. Sistema con yoyo que rueda sin deslizar.
Un yoyo de masaM = 4m, conformado por dos discos de radioR = 3r y un cilindro de radio

r alrededor del cual se enrolla una cuerda ideal, se coloca sobre un plano horizontal con fricción,
siendo� e = 1

2 el coe�ciente de roce estático entre la super�cie y el yoyo. La cuerda del yoyo pasa
por una polea ideal de radiorp = 3

2 r . Al extremo libre de la cuerda se le ata un bloque de masam
suspendido en la vertical. El sistema se encuentra inicialmente en reposo y al dejarlo evolucionar
libremente se tiene que la aceleración del bloque es~ab = 1

12 ~g el yoyo rueda sin deslizar sobre la
super�cie.

(a.) Calcule la aceleración~aCM del centro de masa del yoyo.

(b.) Determine la aceleración angular~� p de la polea.

(c.) Calcule el momento de inerciaI yoyo del yoyo respecto a un eje perpendicular al plano de la
hoja que pasa por su centro de masa.
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(d.) Determine el módulo de la tensión de la cuerda.

(e.) Calcule la fricción que ejerce la super�cie sobre el yoyo.

M r

R

rp

� s

m

{̂

|̂

k̂

~g

Figura 5.16: Esquema de un sistema compuesto
por un yoyo conectado a bloque que cuelga de
una polea por medio de una cuerda ideal.

Resolución: Para resolver este proble-
ma podemos hacer uso de los diagramas de
cuerpo libre (DCL) que dibujamos en an-
teriores ejemplos, con unas modi�caciones
menores. En el caso de la polea, podemos
usar el DCL de laFigura 5.12 (b) y (c)
con la modi�cación de que la polea no tie-
ne masa y por tanto

�
�
� ~T x

�
�
� =

�
�
� ~T y

�
�
� = T. Pa-

ra el caso del yoyo, podemos usar el DCL
que dibujamos en el ejemplo anterior,Figu-
ra 5.15 , con la modi�cación de que la cuer-
da sale por debajo del cilindro interior y esa
fuerza tiene magnitudT. Con esto en mente
ya podemos empezar a escribir las ecuacio-
nes de movimiento de cada una de las partes
del sistema que estamos analizando.

Para el bloque, tenemos que

T � mg = � mab:

Dado queab = 1
12 g, entonces tenemos que

T � mg = �
1
12

mg

T = mg �
1
12

mg =
�

1 �
1
12

�
mg

=) T =
11
12

mg:

Pasemos ahora a analizar la polea. Ya dijimos que al ser ideal, las magnitudes de las tensiones
son iguales. Aunque no nos lo preguntan, podemos determinar rápidamente la fuerza de reacción
del eje sobre el disco de la polea:

~� � T({̂ + |̂ ) = 0 = ) ~� = T({̂ + |̂ ):

Para determinar la aceleración angular de la polea, recordemos que nuestra cuerda ideal no desliza
respecto a la polea. Por lo tanto, la aceleración tangencial de la polea debe ser igual a la aceleración
del bloque. Por lo tanto

~at = ~ab =) ~� p � ~r p =
1
12

~g =) � p

�
� k̂

�
�

�
3
2

r
�

{̂ = �
1
12

g |̂ =) � p =
1
18

g
r

:
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Finalmente, analicemos el yoyo. Empecemos por escribir sus ecuaciones de movimiento, de
torque y el vínculo de rodadura.

T � f r = � MaCM ;

N � M = 0;
(R � r )T = I 0

yoyo� ;
aCM = � R;

ac = � (R � r ):

dondeac es la magnitud de la aceleración tangencial del cilindro y que es igual a la del bloque que
cae. Por lo tanto, tenemos que

ac = � (R � r )
1
12

g = � (3r � r )

1
12

g = 2r �

=) ~� =
1
24

g
r

k̂ :

Con este resultado es directo darnos cuenta que

aCM = � R

=
1
24

g
r

3r
=) ~aCM = �

1
8

g {̂ :

Para el cálculo de la fuerza de roce, usamos la ecuación de movimiento del centro de masa, ya
que se trata de un roce estático por ser un movimiento de rodadura. De esta manera tenemos que

T � f r = � MaCM

11
12

mg � f r = � (4m)
�

1
8

g
�

=)
f r =

1
2

mg +
11
12

mg

=
17
12

mg
=) ~� k = �

17
12

mg {̂ :

A modo de veri�cación de si este resultado es consistente, vamos a determinar rápidamente el
valor máximo que puede tener la magnitud de la fricción:

f m�ax
r = � eN = � eMg =

4
2

mg = 2mg >
17
12

mg :

A partir de la ecuación de torque podemos determinar el momento de inercia del yoyo con
respecto al punto de contacto con el piso. Finalmente, aplicando el Teorema de Steiner(4.19),
obtenemos el momento de inercia respecto al centro de masa.

(R � r )T = I 0
yoyo�

2r
�

11
12

m�g
�

= I 0
yoyo

1
24

�g
r

44mr 2 = I 0
yoyo

=)

I yoyo = I 0
yoyo � MR 2

= 44mr 2 � (4m)(3r )2

= 44mr 2 � 36mr 2

=) I yoyo = 8mr 2:
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5.5. Problemas

Problema 5.1. Calcule el torque~� , medido desde el origen, de la partícula de la trayectoria
helicoidal (Problema 4.11 ).

Problema 5.2. Calcule el torque~� , medido desde el origen, de la partícula cuya trayectoria está
dada por (4.34) (Problema 4.12 ).

Problema 5.3. Considere el sistema de 3 partículas que deslizan sobre un raro de radio variable
presentado en elProblema 2.7 . Calcule el momentum angluar~L i de cada partícula, medido desde
el origen, así como el momentum angular total~L T del sistema, así como los torques~� i y ~� T .

Problema 5.4. Un cilindro macizo homogéneo de masa
M , radio R y altura H está colocado verticalmente, de
forma que por su eje de simetría pasa una barra que lo
mantiene en posición y que le permite girar libremente.
En el cilindro se encuentra enrollada una cuerda ideal
de manera que uno de los extremos se conecta con un
bloque de masam a través de una polea ideal de radior ,
como se muestra en la �gura adjunta. El sistema se deja
evolucionar desde el reposo. Determine:

(a.) La aceleración angular del cilindro.

(b.) La aceleración angular de la polea.

(c.) La aceleración del bloque.

m

~g

Figura 5.17: Mecanismo con cilindro gi-
ratorio conectado a una polea masiva

Problema 5.5. Repita el Problema 5.4 tomando ahora que el disco de la polea tiene masamp.
Compare los resultados.

Problema 5.6. Una esfera maciza de masaM distribui-
da homogéneamente y radioR está colocada de forma que
por su diámetro pasa una barra que la mantiene en po-
sición y le permite girar libremente. Alrededor de la bola
se encuentra enrrollada una cuerda ideal de manera que
uno de los extremos se conecta con un bloque de masam
a través de una polea ideal de radior , como se muestra
en la �gura adjunta. El sistema se deja evolucionar desde
el reposo. Determine:

(a.) La aceleración angular de la bola.

(b.) La aceleración angular de la polea.

(c.) La aceleración del bloque.

m

~g

Figura 5.18: Mecanismo con esfera ma-
ciza giratorio conectado a una polea
masiva
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Problema 5.7. Repita el Problema 5.6 tomando ahora que no se trata de una bola sino de un
cascarón esférico de la misma masa y radio. Compare los resultados.

Problema 5.8. Repita el Problema 5.6 tomando ahora que el disco de la polea tiene masamp.
Compare los resultados.

Problema 5.9. (Tomado de: Di Bartolo (2004) [8].)

Un disco de masaM y radio R rueda sin deslizar sobre
una super�cie rugosa. En un cierto instante, el disco gira con
una rapidez angular! y aceleración angular� . Determine

(a.) La rapidez de traslación_~r c � {̂ del punto C.

(b.) La aceleración puramente traslacional,•~r c � {̂ del punto C.

(c.) La energía cinética K T del disco para el caso en que
� = 0.

B
C

O

A

�

Se
nt

id
o

de
l g

iro

Figura 5.19: Disco que rueda ace-
leradamente sin deslizar.

Problema 5.10. Considere el objeto circular de radioR y masaM distribuida homogéneamente,
que rueda sin deslizar sobre una super�cie rugosa, delEjemplo 5.4 . Se puede demostrar que
existe una relación de proporcionalidad entre la energía cinética totalK T y la Energía cinética del
Centro de MasaK CM y entre esta última y la Energía Cinética del movimiento rotacional,K (rot )

T .
Encuentre las relaciones

K T = A K CM ; K T = A0K (rot )
T ; K CM = A00K (rot )

T :

Problema 5.11. Un cono de masaM , altura h y radio
de baseR se �ja por la punta a una barra vertical de masa
despreciable, respecto a la cual puede rotar libremente, de
manera tal que su eje de simetría queda paralelo al piso.
El cono rueda sin deslizar tal que la rapidez tangencial
del punto diametralmente opuesto al punto de contacto
es vo respecto al piso. Determine

(a.) La velocidad angular~
 en el centro de la base del
cono respecto a la barra vertical.

(b.) La velocidad angular~! de un punto en el borde de
la base del cono.

(c.) La energía cinéticaK T del cono.

NOTA: El momento de inercia respecto al eje de sime-
tría es I s = 3

10 MR 2 y los momentos en el plano perpen-
dicular valen I ? = 3

80 M (4R2 + h2).

h

R

x

y

z

Figura 5.20: Cono que rueda sin desli-
zar.
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Capítulo 6

Equilibrio Estático de Cuerpos Rígidos

En el capítulo anterior hemos estudiado la dinámica de cuerpos rígidos. Hemos calculado las
fuerzas, torques, aceleraciones y aceleraciones angulares de diversos sistemas. En todos los casos
que analizamos en elCapítulo 5 , el centro de masa del cuerpo se encontraba en movimiento. En
este capítulo queremos estudiar una situación particular como lo es el equilibrio estático.

Se trata de una situación de interés para analizar problemas tan complejos como estabilidad
de estructuras hasta problemas tan sencillos como hasta qué altura podemos subir una escalera
sin temor a que ésta deslice.

Como hemos hecho hasta los momentos, nos vamos a iniciarnos en el problema del equilibrio
estático de cuerpos extendidos desde la aproximación de trabajar con cuerpos rígidos.

6.1. Condición de Equilibrio Estático

Del curso anterior, en el que estudiamos la física de la partícula puntual, aprendimos que la
condición de equilibrio era un balance de fuerza tal que

X
~F = ~0 : (6.1)

Ahora que hemos estado estudiando la física de sistemas de partículas y nos hemos enfocado en
analizar la dinámica rotacional de cuerpos rígidos, hemos aprendido que los torques juegan un papel
importante en las rotaciones. Por lo tanto, una situación de equilibrio en un cuerpo extendido no
sólo debe cumplir un balance de fuerzas análogo a (6.1), sino que debe cumplir un balance de
torques: X

~� = ~0: (6.2)

Adicional a aprender sobre los torques también hemos tenido que distinguir las fuerzas internas
de las externas. Sabemos que la dinámica del centro de masa de un sistema de partículas está
determinado por las fuerzas externas actuando sobre el sistema. De manera análoga, los torques
que determinan la rotación de un cuerpo van a ser los torques externos actuando sobre el mismo.
De esta manera, para un sistema de partículas, bien seanN partículas discretas o una distribución
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continua de materia, la condición de equilibrio es
X

~F (ext ) = ~0 ;
X

~� (ext )
= ~0: (6.3)

Sin embargo, estas condiciones por si solas lo que nos garantizan es que el sistema se encuentre
en equilibrio mecánico. Estas ecuaciones lo que nos garantizan es que los momenta lineal y angular
totales del sistema sean cantidades constantes:

X
~F (ext ) = ~0 =)

d~P
dt

= ~0 =) ~P = const:

X
~� (ext )

= ~0 =)
d~L T

dt
= ~0 =) ~L T = const:

(6.4)

Es decir, un sistema cuyo centro de masa se mueve con velocidad constante y su momentum angular
total es constante se encuentra en una situación de equilibrio. Pero para tener una situación de
equilibrio estático no sólo necesitamos que los momenta lineal y angular sean constantes. También
necesitamos que éstos sean nulos. Es decir, para que haya equilibrio estático necesitamos que se
cumpla:

Equilibrio estático:

8
<

:

X
~F (ext ) = ~0 y ~P = ~0 ;

X
~� (ext )

= ~0 y ~L T = ~0 :
(6.5)

Ahora bien, cabe la pregunta entonces la pregunta: ¾Con respecto a cuál referencial debemos
tener que ~P = ~0 y ~L T = ~0? Dado que estamos interesados en estudiar rígidos en la super�cie
terrestre, de dimensiones tales que, como discutimos en laSección 5.2.1 , su centro de gravedad
coincida con su centro de masa, entonces cualquier referencial con velocidad nula respecto a Tierra
es un referencial en el que deben cumplirse (6.5) para que estemos en una situación de equilibrio
estático.

6.2. Ejemplos Resueltos

Con lo que hemos aprendido hasta los momentos ya tenemos todas las herramientas necesarias
para empezar a resolver problemas. Por lo tanto, vamos a trabajar algunos ejemplos.

Ejemplo 6.1. Barra que descansa sobre dos cuñas:
Una barra homogénea de masam y longitud

L se encuentra horizontal, con sus extremos re-
posando sobre dos cuñas. A una distancia` se co-
loca un bloque de masaM . Determine las fuerzas
de reacción que ejercen las cuñas sobre la barra.

Resolución: Empecemos por escribir las
ecuaciones de movimiento de la barra. Para ello,
vamos a denotar como~� i y ~� d las fuerzas de
reacción que ejercen las cuñas sobre la barra. Re-
cordemos que, en este contexto y con�guración,
~� = f r {̂ + N |̂ .

M

` ~g

Figura 6.1: Barra que descansa sobre dos cu-
ñas.
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~� i + M ~g + m~g + ~� d = ~0

(
f r i � f r d = 0 ;

N i � (M + m)g + Nd = 0 :

Adicionalmente tenemos la ecuación de torque. A diferencia de los casos que estudiamos en el
capítulo anterior, acá podemos calcular los torques respecto a cualquier punto. La elección dependerá
de la preferencia que tengamos, en particular en lo referido a las simpli�caciones que me permiten
una escogencia adecuada. En este caso, tomar el torque en cualquiera de los dos extremos parece
ser lo más astuto, pues nos permite simpli�car una de las incógnitas. En este caso, escogemos
calcular el torque medido desde el extremo izquierdo de la barra:

Extremo Izquierdo: Mg` + mg
L
2

� NdL = 0

De esta ecuación es directo despejarNd:

Mg` + mg
L
2

� NdL = 0 =) Nd =
�

M` + m
L
2

�
g
L

:

Para determinar N i , sustituimos este resultado en la ecuación de movimiento en|̂ :

N i � (M + m)g + Nd = 0

N i � (M + m)g +
�

M` + m
L
2

�
g
L

= 0
=) N i =

�
L � `

L
M +

m
2

�
g:

Sólo nos queda por determinar las fricciones. De la ecuación de movimiento en{̂ tenemos que
sus módulos son iguales. Si lo pensamos un poco, nos daremos cuenta que, en ausencia de otra
fuerza externa con dirección̂{, ambas deben ser nulas.

Acá hemos calculado el torque respecto al extremo izquierdo de la barra. Sin embargo, hemos
podido hacerlo también desde el extremo derecho y obtener de esa manera el valor deN i . De hecho,
en lugar de utilizar la ecuación de movimiento en̂| para despejarN i , podemos calcular el torque
desde el otro punto y obtener directamente el valor deseado. Vamos a hacer esto rápidamente:

mg
L
2

+ Mg `0
|{z}
L � `

� N i L = 0

mg
L
2

+ Mg(L � `) = N i L

9
>>=

>>;
=) N i =

�
(L � `)M + m

L
2

�
g
L

:

Como es de esperarse, este resultado es exactamente el mismo que obtuvimos por la otra vía,
pero más directo

A continuación vamos a analizar un caso de una persona que va a subir una escalera la cual
ha colocado apoyada sobre el tope de un muro. Este ejemplo nos sirve para entender respecto a
cuáles super�cies podemos describir las fuerzas de reacción perpendiculares~� ? y paralelas~� k que
tengan el sentido de fuerza normal y fuerza de roce que conocemos.
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Ejemplo 6.2. Persona que trepa una escalera apoyada en el borde de un muro:

Una persona de masaM quiere trepar un mu-
ro de altura H y para ello ha colocado una esca-
lera de masam y longitud L con un extremo en
el piso y en el tope del muro, como se indica en
la �gura a continuación. El ángulo � que forma
la escalera con el piso es conocido, así como los
coe�cientes de roce estáticos entre la escalera y
el piso, � (p)

e , y entre la escalera y el muro,� (m)
e .

Determine las componentes de la fuerza de reac-
ción ~� (muro ) en función de la alturah a la que
ha subido la persona si asumimos que el piso es
perfectamente liso.

H

�

~g

Figura 6.2: Persona que sube una escalera
que está apoyada en el tope de un muro.

Resolución: Lo primero que debemos hacer es dibujar el diagrama de cuerpo libre para poder
escribir las ecuaciones de movimiento y las de torque. Vamos a hacer esto primero para el caso
general, sin considerar que el roce entre la escalera y el piso es despreciable.

~� (piso) + m~g + M ~g + ~� (muro ) = ~0;

de manera que

f (p)
r + f (m)

r cos� � N (m) sen� = 0;

N (p) � (M + m)g + f (m)
r sen� + N (m) cos� = 0:

Para el torque, vamos a calcular respecto al punto
de contacto entre la escalera y el piso, para lo cual
tenemos que:

�
M` + m

L
2

�
gcos� � N (m)`0 = 0

de donde es directo ver que

N (m) =
1
`0

��
M` + m

L
2

�
gcos�

�
:

{̂

|̂

M ~g

m~g~N (p)

~f (p)
r

~N (m) ~f (m)
r

�

�
�

�

Figura 6.3: Diagrama de cuerpo libre de la
escalera que está apoyada en el tope de un
muro.

En esta expresión, tantò como `0 debemos escribirla en término de las cantidades conocidas.
En el caso dè 0, ésta está relacionada con la alturaH del muro, mientras que` lo está con la
altura h a la que llegue la persona:

H = `0sen� =) `0 =
H

sen�
; h = ` sen� =) ` =

h
sen�

:
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De esta manera se tiene que

N (m) =
sen�

H

��
M

h
sen�

+ m
L
2

�
gcos�

�

= Mg
h
H

cos� + mg
L

2H
sen� cos� =) N (m)(h) = Mg

h
H

cos� + mg
L

4H
sen 2�:

Si ahora consideramosf (p)
r = 0, entonces tenemos que

f (m)
r cos� � N (m) sen� = 0 ;

de lo cual es directo que

f (m)
r (h) = N (m) tan �

=
�

Mg
h
H

cos� + mg
L

4H
sen 2�

�
tan � =) f (m)

r = Mg
h
H

sen� + mg
L

4H
sen2 �:

Ejemplo 6.3. Bloque que guinda de una viga que reposa en una pared:

Una viga de masaM y longitud L se ha colo-
cado de horma horizontal, con un extremo pegado
a un muro y el otro anclado a la pared a una altu-
ra h mediante una cuerda ideal, como se muestra
en la �gura. A una distancia x del extremo dere-
cho se guinda un bloque de masam. Con base en
esto:

(a.) Determine las componentes de la fuerza de
reacción ~� (p) en función de la distanciax.

(b.) La magnitud de la Tensión~T de la cuerda.

(c.) La distancia máxima xm�ax a la que puede
colocarse el bloque antes de que la viga des-
lice respecto a la pared.

h

�

m

x

~g

Figura 6.4: Viga apoyada a una pared, sos-
tenida por una cuerda ideal.

Resolución: Empecemos por dibujar el diagrama de cuerpo libre de la viga para poder escribir
las ecuaciones de movimiento y la de torque:

~� (p) + m~g + M ~g + ~T = ~0 =)

(
N � T cos� = 0;

f r � (M + m)g + T sen� = 0:
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donde el ángulo� está dado por

tan � =
h
L

;
sen� =

h
p

L2 + h2
;

cos� =
L

p
L2 + h2

:

Para el torque, vamos a calcular respecto al
punto de contacto entre la viga y la pared, para lo
cual tenemos que:

Mg
L
2

+ mg(L � x) � TL sen� = 0

de donde es directo ver que

M ~g

~T

�

m~g

x

~fr

~N

{̂

|̂

Figura 6.5: Diagrama de cuerpo libre de la
viga apoyada en una pared.

TL sen� = Mg
L
2

+ mg(L � x) =) T =
Mg

2 sen�
+ mg

(L � x)
L sen�

:

Para determinar las componentes de~� (p) usamos las ecuaciones de movimiento, empezando
por la componentex:

N � T cos� = 0 =) N = T cos�

=
�

Mg
2 sen�

+ mg
(L � x)
L sen�

�
cos�

N (x) =
Mg

2 tan �
+ mg

(L � x)
L tan �

:

Para calcular la fricción, recurrimos a la ecuación eny:

f r � (M + m)g + T sen� = 0 =) f r = ( M + m)g � T sen�

= ( M + m)g �
�

Mg
2� � �sen�

+ mg
(L � x)
L � � �sen�

�

� � �sen�

= ( M + m)g �
1
2

Mg �
L � x

L
mg

=
1
2

Mg +
�

1 �
L � x

L

�
mg

=
1
2

Mg +
�

��L � ��L + x
L

�
mg

f r =
1
2

Mg +
x
L

mg:
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6.3. Problemas

En Construcción
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Capítulo 7

Fuerzas Centrales y Gravitación Universal

En el presente capítulo vamos estudiar en detalle el movimiento de partículas bajo la acción
de Fuerzas Centrales, centrándonos en el caso de gravitación. Se trata de la primera vez en los
cursos de Física Básica que vamos a estudiar un tipo de interacción en particular, analizando su
origen y naturaleza. Iniciamos con una presentación general de fuerzas centrales recordando lo
que habíamos elaborado cuando introdujimos el momentum angular en elCapítulo 4 , para luego
estudiar detalladamente la gravitación como un ejemplo de movimiento bajo fuerzas centrales.
Enunciaremos las Leyes de Kepler para seguidamente formular la Ley Universal de Gravitación
desarrollada por Isaac Newton a mediados del siglo XVII y revisaremos algunas consideraciones
de tipo energéticas para la fuerza gravitacional, pasando luego a estudiar algunos casos de órbitas
y satélites.

7.1. Fuerzas Centrales

En el Capítulo 4 iniciamos la discusión del momentum angular presentando la fuerza central
en la base de vectores cilíndricos, ello nos permitió conseguir rápidamente la cantidad conservada
`, que era lo que en su momento nos interesaba deducir. En el presente capítulo vamos a introducir
primero la base de vectores esféricos para luego de�nir una fuerza central.

En el Capítulo 3 mencionamos las coordenadas esféricas en el contexto de indicar el diferencial
de volumen en dichas coordenadas (3.11), el cual presentamos grá�camente en laFigura 3.8 .
Recordemos brevemente que las coordenadas esféricas sonr , � y � , tales que

x = r sen� cos� ;

y = r sen� sen� ;

z = r cos� ;

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

r =
p

x2 + y2 + z2 ; r 2 [0; 1 )

� = arc cos

 
z

p
x2 + y2 + z2

!

; � 2 [0; � ]

� = arctan
� y

x

�
; � 2 [0; 2� ]

(7.1)
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donde � , llamado ángulo azimutal, coincide con
el ángulo polar, mientras que� , denominado co-
latitud, es el ángulo formado entre la verticalz y
el vector~r .

De las anteriores expresiones es directo darse
cuenta que se puede de�nir la base de vectores
esféricosf û r ;û � ;û � g, que forman una tríada de
versores ortonormales de mano derecha, como

û r = sen� cos� {̂ + sen� sen� |̂ + cos� k̂ ;

û � = cos� cos� {̂ + cos� sen� |̂ � sen� k̂ ;

û � = � sen� {̂ + cos� |̂ :

(7.2)

Vale destacar que el versor̂u r que acabamos de
introducir no debe confundirse con el que de�ni-
mos en (1.3), que es el vector radial en la base
polar y cilíndrica. Para evitar esta confusión es
que en (3.11) utilizamos la letra%para designar
la coordenada radial en coordenadas cilíndricas.
En este sentido, la relación entre los versores esfé-
ricos y cilíndricos es bastante directa de deducir,
especialmente si nos �jamos en laFigura 7.1 :

Figura 7.1: Coordenadas Esféricas. Tomado
de TEXample.

û r = sen� û %+ cos� û z ; û � = cos� û %+ sen� û z : (7.3)

Con estas de�niciones preliminares, ahora sí podemos establecer lo que es una fuerza central:

Una fuerza es llamada central si, en coordenadas esféricas, es de la forma
~F(~r ) = F (r ) û r ; con ~r = û r : (7.4)

Dicho de otra manera, una fuerza es central si para cada punto de coordenadas~r del espacio,
su dirección es radial y su módulo es una función que depende sólo de la distancia al origenr = j~r j.

Una característica de las fuerzas centrales es que son todas conservativas, de lo cual podemos
darnos cuenta rápidamente si miramos la integral de trabajo:

W =
Z

C

~F � d~r =
Z

C
[F (r ) û r ] � [dr û r + d~r ? ] =

Z r f

r i

F (r ) dr : (7.5)

donde d~r ? es la componente perpendicular a la dirección̂u r del vector d~r , es decir, al escribirlo
en la base esférica, se tiene qued~r ? = (d~r � û � ) û � + (d~r � û � ) û � . Como aprendimos en el curso
anterior, para las fuerzas conservativas podemos de�nir una función que denominamos el potencial
V(r ), dada por

V(r ) = �
Z r f

r i

F (r ) dr + cte. (7.6)

de manera que
@V(r )

@r
= � F (r ) ; =) ~F = �

@V(r )
@r

û r = � r V(r ) : (7.7)
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7.1.1. Ecuaciones de Movimiento

Consideremos un sistema aislado de dos partículas de masasm1 y m2 cuya fuerza de interacción
es de tipo central:

~F12 = F (r ) û r ; con ~r = r û r = ~r 12 : (7.8)

De esta manera, las ecuaciones de movimiento de cada partícula son

m1
•~r 1 = F (r ) û r ; m2

•~r 2 = � F (r ) û r : (7.9)

Como ya discutimos en lasección 2.1 , la ecuación de movimiento de interés es la que describe
dinámica interna, en términos de la partícula de masa reducida (2.8), la cual escribimos en (2.7),
y que ahora replanteamos para incluir explícitamente que estamos lidiando con una fuerza central:

� •~r = F (r ) û r ; � =
m1m2

m1 + m2
:

Dado que vamos a estar interesados en el movimiento alrededor de un centro de fuerza, es
decir, el caso en el que una de las dos partículas tiene una masa mucho mayor que la otra, entonces
recordaremos que el centro de masa del sistema va a estar muy cercano a la partícula más masiva y
� va a ser aproximadamente la masa menor. Si se tiene quem2 � m1, entonces puede demostrarse
que

� =
m1m2

m1 + m2
=

m1� �m2

� �m2

�
1 + m1

m2

� � m1 ; (7.10)

Dado que ~R � ~r 2, y que la ecuación de movimiento del centro de masa de un sistema aislado

es simplementeM •~R = ~0, podemos �jar un referencial inercial en la posición de la partículam2 y
estudiar el problema como el de una sola partícula.

7.1.2. Movimiento Angular

Ya vimos en elCapítulo 4 que una fuerza central implica conservación del momentum angular.
En su momento, utilizamos directamente la base de vectores polares (1.3) y (1.6) para escribir las
ecuaciones de movimiento (4.1) limitadas a un plano. En lasección 4.4 conseguimos que no sólo es
el módulo del momentum angular,̀ , quien se conserva, sino que es el vector~L el que es constante.

De acuerdo a lo que planteamos en la sección an-
terior, es ~L (cm)

T el que se conserva. En el contexto del
centro de fuerza, se trata del momentum angular de la
partícula de menor masa, cuya dinámica nos interesa
estudiar:

~L (cm)
T = � ~r � _~r ; m2 � m1�����! ~L (cm)

T � ~L 1 (7.11)

Dado que la dirección del vector~L (cm)
T es constante,

esto implica que los vectores~r y _~r van a estar conteni-
dos siempre en un mismo plano. Esto, en coordenadas
esféricas, signi�ca �jar la colatitud � .

m2

m1

~L (cm)
T

~r

Figura 7.2: Plano del movimiento bajo
una fuerza central.

104



FS-1112: Física II 7.1. FUERZAS CENTRALES

Una vez determinado el plano al cual está restringido el movimiento, podemos retomar el uso
de la base de versores polares para describir el movimiento, como hicimos en (4.1), con la dirección
û z la perpendicular a dicho plano. De esta manera, tenemos que

~L (cm)
T = � ~r � _~r = ` û z ; ` constante. (7.12)

Una interesante consecuencia geométrica que de la conservación de` se puede observar cuando
se piensa en el área que cubre el vector posición~r durante un intervalo de tiempodt. Dicha área
diferencial puede expresarse en términos del módulo del siguiente producto vectorial

dA =
1
2

j~r � d~r j =
1
2

�
�
�~r � _~r dt

�
�
� =

`
2�

dt ; (7.13)

de manera que
dA
dt

=
`

2�
: (7.14)

Dado que` es constante, esto implica que la rapidez
con que el vector de posición barre un área, que es
justamente la derivada temporal que acabamos de es-
cribir, es constante.

Debemos destacar que estamos trabajando con una
fuerza central arbitraria, de manera que estas relacio-
nes que acabamos de conseguir son validas para cual-
quier fuerza centralF (r ) û r . Veremos en la siguiente
sección que esta propiedad tiene una gran relevancia
en el caso de Gravitación.

d� dA

~r (t)

~r (t + d t)

d~r

Figura 7.3: Diferencial de Área barrida
por el vector de posición durante undt.

7.1.3. Movimiento relativo

Ya hemos establecido que el movimiento ocurre restringido a un plano, de manera que en el
mismo vamos a establecer nuestra base de vectores polares para describir el movimiento. De lo
que aprendimos en elCapítulo 1 , ya conocemos las expresiones que corresponden a los vectores
posición (1.4), velocidad, (1.7) y aceleración (1.10):

~r = r û r ; _~r = _r û r + r _� û � ; •~r =
�

•r � r _� 2
�

û r ; (7.15)

donde hemos usado el hecho que la componenteû � se anula, dado que

r •� + 2 _r _� =
1
r

d
dt

�
r 2 _�

�
=

1
r

d`
dt

= 0 : (7.16)

Por esto mismo fue que en lasección 4.1 conseguimos que la ecuación de movimiento de interés
es sólo la ecuación radial

� •r = �r _� 2 + F (r ) : (7.17)

105



H. Albrecht Q. FS-1112: Física II

Si usamos el hecho que

` = �r 2 _� =) _� =
`

�r 2
; (7.18)

entonces podemos reescribir la ecuación de movimiento como

�r _� 2 = �r
�

`
�r 2

� 2

= �� �r
`2

� �2r �43
=

`2

� r 3
=) � •r =

`2

� r 3
+ F (r )

!

: (7.19)

7.1.4. Potencial Efectivo y Energía Mecánica

Si escribimos la ecuación de movimiento radial (7.19) usando el hecho que la fuerza es conser-
vativa y por tanto el gradiente de un potencial (7.7), entonces se tiene que

� •r =
`2

� r 3
+ F (r ) =

`2

� r 3
�

@V
@r

= = ) � •r = �
@Vef

@r

!

(7.20)

donde

Vef (r ) � V(r ) +
`2

2� r 2
: (7.21)

es el llamadoPotencial Efectivo .
Esta expresión tal vez no nos diga mucho en este momento, pero debería ser fácil darnos cuenta

que hemos llegado a una ecuación de movimiento con una sola variable y es, por tanto, equivalente
a la ecuación de movimiento de una partícula restringida a moverse en el lado no negativo de la
variable, estando sometida a una fuerza conservativa cuyo potencial esVef .

Si esto no convence del interés de de�nir el potencial efectivo, consideremos la Energía Mecánica
de la partícula sometida a una fuerza central. Ya indicamos al inicio de este capítulo que las fuerzas
centrales son conservativas y por tanto podemos de�nir el potencialV(r ), que recordemos que es
la Energía Potencial de la partícula. De manera que si queremos determinar su Energía Mecánica
Total sólo nos queda calcular la energía cinética, usando (1.7):

K =
1
2

� _~r � _~r =
1
2

�
�

_r û r + r _� û �

�
�
�

_r û r + r _� û �

�

=
1
2

� _r 2 +
1
2

� r 2 _� 2 = K (trasl: ) + K (rot: ) ;
(7.22)

donde evidentementeK (trasl: ) � 1
2 � _r 2 y K (rot: ) � 1

2 � r 2 _� 2. Pero justamente acabamos de relacionar
_� con ` en (7.18), de manera que podemos reescribir el términoK (rot: ) de la siguiente manera

K (rot: ) =
1
2

� r 2 _� 2 =
1
2

� r 2 _� 2 =
1
2

� r 2

�
`

�r 2

� 2

=
1
2 �� ��r 2 `2

� �2r �42
=) K (rot: ) =

`2

� r 2
: (7.23)

Esto no es otra cosa que el término que le sumamos al potencial para de�nir el potencial efectivo.
De manera que la Enrgía Mecánica TotalE de una partícula sometida a una Fuerza Central es

E =
1
2

� _r 2 + Vef (r ) (7.24)
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Para �nalizar, a�rmamos que ésta es también una cantidad cantidad conservada (constante),
por lo que a partir de ella podemos analizar aspectos del movimiento sin necesidad de resolver la
ecuación de movimiento (7.20). Ya volveremos al respecto en el caso concreto de Gravitación.

7.2. Ley de Gravitación Universal

Hasta los momentos, hemos hablado de las fuerzas sin preguntarnos qué origina esta interac-
ción y cuál es su naturaleza. En el caso del peso, hemos tratado el caso simpli�cado de pensar
solamente en términos una fuerza que expresamos proporcional a un vector constante,~g, que es
la aceleración de la gravedad, y que depende de la masa del objeto estudiado. Dicha aceleración
hasta ahora la hemos asumido como una cantidad obtenida de manera fenomenológica, como el
resultado de mediciones hechas en la super�cie de la Tierra, sin preocuparnos muchos acerca de
una caracterización más completa.

En esta sección vamos a dedicarnos a estudiar en detalle la gravedad, analizando la Ley de
Gravitación Universal de Isaac Newton, quien la estableció en la segunda mitad del siglo XVII,
incluida en su obraPhilosophiae Naturalis Principia Mathematica , publicada en 1686, y que
constituye uno de los hitos cientí�cos más importantes. Iniciaremos con una breve reseña histórica
que pasea por los trabajos de grandes cientí�cos como Aristarco de Samos (310 a.C. - 230 a.C.) en
la Antigua Grecia hasta los trabajos del siglo XVI y XVII de Nicolás Copérnico (1473-1543), Tycho
Brahe (1546-1601), Galileo Galilei (1564-1642), Johannes Kepler (1571-1630) como, por supuesto,
del propio Isaac Newton (1642-1727). Luego de ello pasaremos a enunciar las Leyes de Kepler y
relacionarlas con los resultados que hemos obtenido para fuerzas centrales y así enunciar la Ley de
Gravitación Universal. Seguidamente, discutiremos el Potencial Gravitatoria y la energía mecánica
de un sistema bajo la in�uencia de este tipo de fuerza, lo cual nos permitirá discutir acerca de
conceptos como velocidad de escape. El capítulo se cierra con la discusión de órbitas y la cuestión
de los satélites.

7.2.1. Un poco de Historia

Modelo Geocéntrico: Visión del universo predominante en el mundo antiguo, en civilizaciones
como los babilónicos. En la Antigua Grecia, modelo imperante desde la era presocrática. En el siglo
VI a.C., Anaximandro de Mileto (>AnaxÐmandroc) propone un modelo cosmológico con la Tierra en
el centro del universo. Escuelas platónica y aristotélica mantienen el modelo geocéntrico.

Claudio Ptolomeo (KlaÔdioc PtolemaØoc) trabajó en el siglo II en la Biblioteca de Alejan-
dría, Egipto, donde escribió suAlmagesto(originalmente Majhmatik˜ SÔntaxic, luego<H Megˆlh
SÔntaxic), tratado astronómico en 13 volúmenes basado en trabajos previos de Hiparco de Nicea
('Ipparqoc å NikaeÔc). Contrario a Platón y Aristóteles, Ptolomeo era un empirista y basó su
modelo cosmológico en los datos astronómicos disponibles. Supera el modelo de órbitas circulares
platónico y aristotélico (esferas celestes) para usar epicicloides, las llamadas esferas anidadas.
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Figura 7.4: Modelo Geocéntrico: De izquierda a derecha, Anaximandro, Claudio Ptolomeo y Esferas
Celestes.

Modelo No Geocéntrico: El �lósofo y matemático pitagórico del siglo V a.C. Filolao (Filì-
laoc) propuso un modelo no geocéntrico del universo en el que en el centro del universo hay un
�fuego central� alrededor del cual giran el Sol, la Tierra y los planetas en un movimiento circular.

Modelo Heliocéntrico: El primero del que se sabe que propuso un modelo en el que el
Sol está en el centro del Universo es Aristarco de Samos (>ArÐstarqoc å Sˆmioc), quien vivió en
el siglo III a.C. También desarrolló gran parte de su trabajo en la Biblioteca de Alejandría. Su
propuesta la hizo luego de determinar que el Sol es mucho más grande que la Tierra a partir
de observaciones de la Tierra, Luna y el Sol. Sus observaciones son contemporáneas con las de
Eratóstenes de Cirea (>Eratosjènhc å KurhnaØoc), quien calculó la circunferencia de la Tierra. No
se han conseguido copias de sus trabajos originales y se cree que se perdieron en algunbo de los
incendios de la Biblioteca de Alejandría. Su modelo heliocéntrico se conoce de las citas que sobre
él hacen Plutarco y Arquímedes.

Figura 7.5: Aristarco de Samos. Transcripción de un texto atribuido a Aristarco.

En 1506, Nicolás Copérnico (Mikoªaj Kopernik, 1473-1543) empieza a escribir su libroDe
revolutionibus orbium coelestium(Sobre las revoluciones de las esferas celestes), el cual termina en
1531. Publicado en 1543 luego de su muerte, es considerada la obra fundadora de la astronomía
moderna y es una pieza clave en la revolución cientí�ca que caracterizó al Renacimiento.
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Figura 7.6: Nicolás Copérnico y suDe revolutionibus orbium coelestium.

Sus pasos fueron seguidos por grandes personajes como Giordano Bruno (1548-1600), quien
hizo mejoras al modelo copernicano al argumentar que el Sol es simplemente una estrella más y
plantear la existencia de muchos mundos en el universo, y Galileo Galilei (1564-1642), quien realizó
numerosas observaciones astronómicas de la Luna, Júpiter y sus lunas, así como de las estrellas
con el recién inventado telescopio (1590). En 1632, Galilei publica suDialogo sopra i due massimi
sistemi del mondo(Diálogo sobre los principales sistemas del mundo), a veces referido simplemente
comoMassimi sistemi. Ambos fueron enjuiciados por la Iglesia Católica a través de la denominada
Santa Inquisición.

Figura 7.7: Giordano Bruno, enjuiciamento por la Santa Inquisición y posterior quema en la ho-
guera.
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En el caso de Giordano Bruno, fue apresado en Venecia el 23 de mayo de 1592 y trasladado
a Roma el 27 de enero de 1593, fecha en la que es encerrado en el Palacio del Santo O�cio del
Vaticano. Tras un largo juicio, dirigido por el cardenal Roberto Belarmino, fue �nalmente ejecutado
el 17 de febrero de 1600 al ser quemado vivo en el Campo de' Fiori, Roma.

Por su parte, a Galileo Galilei, a pesar de contar con la pretección del papa Urbano VIII y
del gran duque de Toscana, Fernando II de Médici, también se le abre un proceso de la Santa
Inquisición, dirigido por el tristemente célebre cardenal Roberto Belarmino, beati�cado en 1923,
canonizado en 1930 y declarado Doctor de la Iglesia en 1931 por el papa Pío XI, recordado junto
a su sucesor Pío XII por su apoyo a los regímenes fascistas de Italia y nazi de Alemania. El juicio
contra Galilei conlleva �nalmente a una condena a prisión, que luego es conmutada a arresto
domiciliario de por vida. Galileo cumple la sentencia en su casa de Florencia desde diciembre
de 1633 hasta 1638, cuando recibe autorización, luego de perder completamente la vista, para
trasladarse a San Giorgio, donde permanece hasta su muerte. En 1936 Galilei termina de escribir
su Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno à due nuove scienze(Discurso y demostración
matemática, en torno a dos nuevas ciencias) el cual es publicado en publicado en 1638. Este libro es
considerado como el inicio de la mecánica como ciencia moderna y el cierre de la física aristotélica,
hasta entonces imperante.

Figura 7.8: Galileo Galilei, su enjuiciamiento por parte de la Santa Inquisición y uno de sus dibujos
de las fases de la luna.

Dos �guras centrales en el desarrollo de nuestra concepción actual del Sistema Solar lo constitu-
yen Tycho Brahe (Thyge Ottesen Brahe, 1546-1601), el último de los grandes astrónomos previos
al descubrimiento del telescopio, y Johannes Kepler (1571-1630), contemporáneo de Galileo Galilei.
Brahe se dedicó a actualizar las tablas astronómicas existentes para su época luego que en 1563
se diera cuentas que muchos datos predecían eventos astronómicos con errores de días e incluso
meses (como la conjunción de Júpiter y Saturno de ese año). En particular, Brahe fue el primer
en percatarse del problema que representa la refracción de la luz, elaborar una completa tabla y
corregir sus medidas astronómicas de este efecto.

Por su parte, Kepler publicó en 1596 suMisterium Cosmographicumdonde presentó un modelo
platónico del Sistema Solar. En 1600, aceptó la invitación de Brahe para trabajar con él en Pra-
ga, capital del Reino de Bohemia (actualmente en la República Checa), parte del entonces Sacro
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Imperio Romano Germánico. Luego de la muerte de Brahe, Kepler hereda todas las tablas astro-
nómicas que éste había elaborado durante décadas y empieza a trabajar en describir el movimiento
planetario del Sistema Solar, estableciendo sus tres leyes de movimiento, las cuales publica en 1609
en su obraAstronomia Nova y que presentamos en laSección 7.2.2 . Sus depuración y análisis de
los datos astronómicos de Brahe los publica en 1627 en susTabulae Rudolphine, las cuales utiliza
junto a sus leyes del movimiento planetario para predecir el tránsito de Venus de 1631.

Figura 7.9: Tycho Brahe (izq.), Johannes Kepler (der.) y un monumento a ambos en la ciudad de
Praga.

7.2.2. Leyes de Kepler

A principios del siglo XVII, Johannes Kepler publicó sus tres leyes empíricas para describir el
movimiento de los planetas alrededor del Sol. Dichas leyes fueron obtenidas luego de un minucioso
análisis de los datos que por años había recopilado el astrónomo danés Tycho Brahe, con quien
éste trabajó en Praga.

Las leyes de Kepler son las siguientes:

I Ley: Los planetas se mueven en órbitas elípticas, con el Sol en uno de sus focos.

II Ley: La línea que une un planeta con el Sol barre áreas de la elipse iguales en tiempos
iguales.

III Ley: El cuadrado del período de revolución de los planetas es proporcional al cubo del
radio orbital medio.

Aunque las leyes de Kepler fueron enunciadas para nuestro Sistema Solar, veremos que éstas
puedes extenderse a otros sistemas en el que tengamos nuestro centro de fuerza gravitacional en
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uno de los focos de la elipse. Vamos a ilustrar esto brevemente con un ejemplo de la aplicación de
la III Ley .

Ejemplo 7.1. Dos planetas de masasm1 y m2 orbitan alrededor de una estrella de masaM e. El
planeta de masam1 sigue una órbita circular de radioR1 y tiene un período orbitalT1, mientras
que el planeta de masam2 una órbita elíptica y su radio orbital mínimo esRp = R1, mientras que
el máximo esRa = 3R1. ¾Cuál es el período orbital del segundo planeta?

m1

R1

m2

Ra
M e

Figura 7.10: Dos planetas orbitan alrededor de
una estrella.

Resolución: Lo primero que hacemos es
calcular el radio orbital medioR2 del segun-
do planeta:

R2 =
1
2

(Ra + Rp) =
3R1 + R1

2
= 2R1 :

De la III Ley de Kepler , que señala que
me indica que los cuadrados de los períodos
orbitales son proporcionales a los cubos de
sus radios orbitales medios, tengo que

T2
1

R3
1

=
T2

2

R3
2

:

Sustituyendo, obtengo

T2 =

s
R3

2

R3
1

T1 =

s
8�

�R3
1

�
�R3
1

T1 = 2
p

2T1 :

Ahora vamos a usar laIII Ley para conseguir un resultado relacionado con uno de nuestros
planetas vecinos:

Ejemplo 7.2. El radio orbital medio Rom de Marte es aproximadamente32 el de la Tierra. ¾Cuál
es el período orbital marciano?

Resolución: Dado que laIII Ley establece que

T2

R3
om

= cte: ;

y que esa constante es la misma para todos los planetas, podemos directamente igualar ese cociente
para la Tierra y para Marte, de manera que

T2
T

R3
T

=
T2

M

R3
M

=) TM =

s
R3

M

R3
T

TT =

vu
u
t

�
3
2

� 3

�
�R3
T

�
�R3
T

TT =
3
2

r
3
2

TT � 1; 84TT :
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Si revisamos los datos disponibles en laTabla 7.1 , el radio orbital de Marte es 1,52366231
veces el radio orbital medio de la Tierra, mientras que el período marciano es1; 8808476años.
Respecto a nuestro resultado, el error que hemos cometido al aproximar elRom de Marte a 1,5
veces el de la Tierra es de apenas el 2,4 %. Si usamos en cambio el valor de la mencionada tabla,
entonces obtendremos que el período orbital marciano es 1,8807587334 años, lo cual reduce el error
hasta apenas el 0.01 %.

7.2.3. Elipses: Un breve repaso

Acabamos de enunciar que las órbitas del mo-
vimiento planetario son elipses, con el Sol en uno
de los focos. Por ello, vamos a repasar algunos
conceptos y aspectos relacionadas con estas cur-
vas. Las elipses forman parte de las denominadas
cónicas, que son las curvas que se obtienen de la
intersección entre un plano y una super�cie cóni-
ca, tal como se muestra en laFigura 7.11 . La pri-
mera de�nición de estas curvas generalmente se le
atribuye al geómetra y astrónomo griego Apolo-
nio de Perga (>Apoll¸nioc å PergaØoc, 262-190 a.
C.), por su obraSobre las secciones cónicas. Sin
embargo, otros autores re�eren a Menecmo (Mè-
naiqmoc, 380-320 a.C.), discípulo de Platón, como
el primero en estudiar estas curvas.

Figura 7.11: Secciones Cónicas: Parábola,
Círculo, Elipse e Hipérbola.

Vamos a centrarnos en las elipses y para ello vamos a recordar la de�nición de un círculo
como la curva formada por todos los puntos equidistantes de un punto especí�co, llamado centro.
Análogamente podemos de�nir la elipse: es la curva formada por todos los puntos tales que suma
de la distancia respecto a dos puntos especiales, llamados focos, es constante.

rm�ax rm��n
OF2 F1

p

d(p; F2)
d(p; F1)

D
d(p; D)

d

b

ac

Figura 7.12: Elipse

En la Figura 7.12 hemos dibujado una elip-
se centrada en el origen, cuyos focos hemos de-
nominado F1 y F2. La distancia máxima del
origen a un punto de la elipse se denomina el
semieje mayor y lo denotamos por la letraa

m�ax d(O; p) = a ; (7.25)

mientras que la distancia mínima se denomina
el semieje menor y está denotado por la letrab

m��n d(O; p) = b : (7.26)
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Otro elemento importante en la descripción es la distancia que hay del origen hasta los focos:

d(O; F1) = d(O; F2) = c ; (7.27)

de donde es directo darse cuenta qued(F1; F2), denominadadistancia focal está dada por

d(F1; F2) = 2 c : (7.28)

Estos segmentos cumplen una relación cuadrática dado que podemos observar que el semieje
menos y la distancia al foco forman un triángulo recto cuya hipotenusa tiene longitud igual al
semieje mayor. Por lo tanto, se cumple que

b2 + c2 = a2 : (7.29)

Si nos �jamos en laFigura 7.11 , el círculo y la elipse son las dos curvas cónicas cerradas. Esto,
junto al hecho de que el círculo es el caso especial para el que el plano de corte es paralelo a la
base del cono, deja claro que el círculo puede pensarse como un caso particular de una elipse. Una
medida de diferencia entre círculo y elipse lo constituye la excentricidad, generalmente denotada
por " . Esta se puede de�nir como

" �
c
a

=

r

1 �
b2

a2
; " 2 (0; 1): (7.30)

Para las cónicas, se tiene que los intervalos de excentricidad son

Círculo: " = 0; Elipse: 0 < " < 1;

Parábola: " = 1; Hipérbola: " > 1:
(7.31)

Para nuestra de�nición de elipse hicimos mención de que la suma de las distancias de los focos
a cualquier punto de la elipse es una cantidad constante. Siguiendo nuestra notación, podemos
decir que, para cualquier puntop de la elipse, se cumple que

d(F1; p) + d(F2; p) = 2 a : (7.32)

Esta relación es directa de demostrar si consideramos algun de los puntos que hemos denotado por
rm�ax o rm��n :

d(F1; rm��n ) + d(F2; rm��n ) = ( a � �c) + ( �c + a) = 2 a : (7.33)

Otro elemento importante relacionado con la elipse es la denominadadirectiz, que es una recta
paralela al semieje menor asociada a cada uno de los focos. Para dicha recta se cumple que

d(F1; p)
d(p; D)

= const: 8 p: (7.34)

lo cual permite otra posible de�nición de una elipse. Se puede demostrar que esa constante no es
otra cosa sino la excentricidad", de manera que

d(F1; p)
d(p; D)

= " ; 8 p: (7.35)
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Si denotamos pord la distancia mínima entre la elipse y la directriz, entonces

" =
a � c

d
; donde d � m��n

8 p
d(p; D): (7.36)

De la expresión anterior, vemos que podemos escribird como

a � c = a � a" = a(1 � ")

d =
a � c

"

9
=

;
=) d =

a(1 � ")
"

(7.37)

Vamos ahora a escribir la ecuación de una elipse, con origen enO. En coordenadas cartesianas
tenemos que

x2

a2
+

y2

b2
= 1 ; (7.38)

mientras que si usamos la ecuación paramétrica

x = acos� ; y = bsen� ; (7.39)

tenemos en coordenadas polares que

r (� ) =

" r
cos2 �

a2
+

sen2 �
b2

#� 1
" 2=1 � b2

a2
������! r (� ) =

1
p

1 � "2 cos2 �
; (7.40)

Sin embargo, para lo que nos interesa en el presente capítulo, necesitamos escribir la ecuación
con origen en uno de los focos. Así, tenemos que en coordenadas polares la ecuación de la elipse
es:

F1 : r (� ) =
a(1 � "2)
1 + " cos�

; F2 : r (� ) =
a(1 � "2)
1 � " cos�

=) r (� ) =
a(1 � "2)
1 � " cos�

: (7.41)

La cantidad a(1 � "2) está relacionada con la longitud dellatus rectum, denotado porl, que es el
segmento de línea paralelo a la directriz que pasa por el foco. Dicha longitud es

l = 2a
�
1 � "2

�
: (7.42)

Con esto podemos denotar dos puntos importantes en la trayectoria como lo son el pericentro
y apocentro de una órbita elíptica. Para la fuente gravitacional ubicada enF1, se tiene que

Pericentro: r (� = 0) =
a(1 � "2)

1 + "
=

a(1 � ")� � � �(1 + ")
� � �1 + "

= a � c = rp ;

Apocentro: r (� = � ) =
a(1 � "2)

1 � "
=

a� � � �(1 � " )(1 + ")
� � �1 � "

= a
�

1 +
c
a

�
= a + c = ra :

(7.43)

En el caso de una órbita alrededor del Sol, se denominan afelio y perihelio, mientras que para las
órbitas alrededor de la Tierra se llaman apogeo y perigeo, respectivamente.
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Ya hemos presentado el concepto de Radio Orbital MedioROM , que no es más que el promedio
del radio máximo y mínimo. Es directo darse que cuenta que:

ROM =
rm�ax + rm��n

2
=

(�c + a) + ( a � �c)
2

=
�2a

�2
=) ROM = a : (7.44)

Dado que podemos escribird(O; F1) en términos dea y rp según:

c = a � rp =
ra + rp

2
� rp =

ra + ��rp � �2rp

2
=

ra � rp

2
; (7.45)

entonces podemos escribir la excentricidad como

" =
ra � rp

ra + rp
: (7.46)

Por último, el área de una elipse es

Aelipse = �ab : (7.47)

Si usamos la de�nición de excentricidad (7.30) y la relación (7.29) para reescribirb, entonces

"2 = 1 �
b2

a2
=) "2a2 = a2 � b2 =) b2 = a2

�
1 � "2

�
=) b= a

p
1 � "2 ; (7.48)

por lo que podemos reescribir (7.47) como

Aelipse = �a 2
p

1 � "2 : (7.49)

7.2.4. Ley de Gravitación de Newton

Las Leyes de Kepler le dieron el soporte fenomenológico para que Newton pudiera formular su
Ley Universal de Gravitación. En su momento, poder darse cuenta que la misma ley física que
gobernaba la caída de los objetos en la Tierra era la misma que podía explicar el movimiento de
los planetas alrededor del Sol fue un paso gigante y un gran triunfo del pensamiento cientí�co. La
fuerza de gravedad que sienten dos partículas de masasm1 y m2 es una fuerza atractiva y está
dada por

~FG = � G
m1m2

r 2
û r ; (7.50)

dondeG = 6; 673� 10� 11 m3 kg� 1 s� 2.
Esta expresión también es una buena aproximación para la fuerza gravitacional entre dos cuer-

pos extendidos cualesquiera cuando la separaciónr entre sus centros de masa es lo su�cientemente
grande en comparación con sus dimensiones. De esta manera, la interacción gravitacional de los
planetas con el Sol puede escribirse como

~FG = � G
mpM s

r 2
û r ; (7.51)
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donde mp es la masa del planeta,M s = 1; 989� 1030 kg la masa del Sol yr la distancia que los
separa.

Nuestro Sistema Solar tiene 8 planetas: Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano
y Neptuno, y 5 planetas enanos1: Ceres, Plutón, Haumea, Makemake y Eris. En las siguientes tablas
se presentan algunos de los datos astronómicos más relevantes de nuestro Sistema Solar

Tabla 7.1: Datos de los Planetas del Sistema Solar

Planeta Masa (Kg) Radio (Km) ROM (Km) T (años) �
Mercurio 3; 302� 1023 2.439,7 5,7909175� 107 0,2408467 0,2056

Venus 4; 8690� 1024 6.051,8 1,0820893� 108 0,61519726 0,0068
Tierra 5; 9742� 1024 6.371 1,4959787� 108 1,0000174 0,0167
Marte 6; 4191� 1023 3.389,5 2,2793664� 108 1,8808476 0,0934
Júpiter 1; 8987� 1027 69.911 7,7841201� 108 11,862615 0,0484
Saturno 5; 6851� 1026 58.232 1,4267254� 109 29,447498 0,0542
Urano 8; 6849� 1025 25.362 2,8709722� 109 84,016846 0,0472

Neptuno 1; 0244� 1026 24.622 4,4982529� 109 164,79132 0,0086

Tabla 7.2: Datos de los Planetas Enanos del Sistema Solar

Planeta Masa (Kg) Radio (Km) ROM (Km) T (años) �
Ceres 9,5� 1020 471 4,137� 108 4,599 0,080
Plutón 1,3� 1022 1.185 5,90638� 109 247,92065 0,24880766

Haumea (4,2� 0,1)� 1021 575 6,484� 109 285,4 0,18874
Makemake 4� 1021 750(� 200) 6,850� 109 309,9 0,159

Eris 1,7� 1022 1,163 (� 6) 1,021� 1010 557 0,44177

Ejemplo 7.3. Se desea enviar una nave especial a la Luna. Para ahorrar combustible, se plantea
que el lanzamiento se plani�que de manera de llevar a la nave hasta el punto en que la propia
atracción gravitacional de la Luna se encargue de terminar de acercar la nave. Determine dicha
distancia.

RT

RL�

Figura 7.13: Sistema Tierra-Luna: Distancia con fuerza gravitacional neta cero.

1Hay un candidato a planeta enano, llamado Sedna.
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Resolución: Si queremos que el acercamiento �nal de la nave sea debida a la atracción gravi-
tatoria de la Luna, debemos encontrar la distancia a la cual hay equilibro, es decir, la distancia en
la que las fuerzas gravitacionales debido a la Tierra y la debida a la Luna se igualan sus módulos:

~FT + ~FL = ~0 =) ~FT = � ~FL :

Utilizando los términos adecuados en(7.50), tenemos que

� ��� G
��m M T

r 2
= � ��� G

��m M L

(RT L � r )2

MT (RT L � r )2 = M L r 2 ;

MT
�
R2

T L � 2RT L r + r 2
�

= M L r 2 ;

(MT � M L )r 2 � 2MT RT L r + MT R2
T L = 0 :

De esta última expresión obtenemos las siguientes dos raíces:

r =
MT �

p
MT M L

MT � M L
RT L :

Dado que la raíz con signo positivo nos va a dar una distancia mayor a la que separa a Luna
de la Tierra, entonces la respuesta es

r =
MT �

p
MT M L

MT � M L
RT L :

Si tomamos en cuenta queM L � 0; 01MT , se tiene quer = 0; 91RT L .

Para complementar la información que obtuvimos en el ejemplo anterior, vamos a listar algunos
datos relevantes de la Luna:

Masa (Kg) Radio (Km) ROM (Km) T (días) �
7,3477� 1022 1.737,1 384.399 27,32158 0,0549

7.2.4.1. Leyes de Kepler y derivación de la Fuerza Gravitacional

Veamos el porqué las Leyes de Kepler implican que la fuerza gravitacional es de la forma (7.50).
En primer lugar, como ya vimos en laSección 7.1.2 , el hecho de que la velocidad de barrido de
área de los planetas sea constante, como lo establece laII Ley es un indicativo de que la fuerza
es de tipo central. Recordemos que en dicha sección llegamos a la expresión (7.14):

dA
dt

=
`

2�
:
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En segundo lugar, del hecho que la las trayectorias sean elipses, con el Sol en uno de los focos,
como lo establece laI Ley , podemos conseguir de forma bastante directa que la funciónF (r ) de
la fuerza central es

F (r ) / �
1
r 2

: (7.52)

Esta derivación de la forma funcional (7.52) la pueden consultar en lasección 1.4.1 (págs. 13
y 14) de [6], así como en lassección 6.3 de [11]. A continuación vamos a presentar los cálculos
detallados.

Recordemos que si se trata de una fuerza central, de las relaciones (7.15), tenemos que

~F = F (r )û r

•~r =
�

•r � r _� 2
�

û r

9
=

;
~F = m•~r =) F (r ) = m

�
•r � r _� 2

�
: (7.53)

Como ya tenemos la ecuación de la trayectoria, podemos usar la expresión de la elipse (7.41) para
calcular •r . Empecemos por calcular_r , tomando que la fuente gravitacional está en el focoF1:

_r =
dr (� )

dt
=

d
dt

�
�

1 + " cos�

�
= �

�
(1 + " cos� )2

�
� " sen� _�

�

= ��r 2

�

�
" sen�

�
`

m��r 2

��
=

"`
m�

sen�:
(7.54)

Ahora procedemos a calcular•r :

•r =
d _r
dt

=
d
dt

�
"`
m�

sen�
�

=
"`
m�

cos� _� =
"`
m�

cos�
�

`
mr 2

�
=

"` 2

m2r 2�
cos�: (7.55)

Para el segundo término de la aceleración radial, es directo ver que

r _� 2 = r
�

`
mr 2

� 2

= r
`2

m2r 4
=

`2

m2r 3
: (7.56)

Por lo tanto, tenemos para la expresión (7.53) que:

F (r ) = m
�

"` 2

m2r 2�
cos� �

`2

m2r 3

�
=

`2

mr 2�

�
" cos� �

�
r

�

=
`2

mr 2�

"

" cos� �
��
��

1+ " cos�

#

=
`2

mr 2�
[� � ��" cos� � (1 + � � ��" cos� )] = �

`2

m�r 2
;

(7.57)

por lo que hemos conseguido que efectivamante

F (r ) = �
K
r 2

; donde K �
`2

m�
: (7.58)

Para �nalizar, veamos la relación entre laIII Ley de Kepler y (7.50). En el caso sencillo de
la órbita circular, el análisis se encuentra en detalle en lasección 1.4.2 (págs. 15 y 16), mientras
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que el caso general está trabajado en lasección 6.5 de [11]. Vamos a reproducir ambos casos a
continuación.

Consideremos una órbita circular, en cuyo caso, a partir de (7.51), tenemos que

� G
mpM s

R2
= mp

�
��•R � R! 2

�
=) � G � �mpM s

R2
= � � �mpR! 2 =) GM s = R3! 2: (7.59)

Dado que el período es inversamente proporcional a la frecuencia, entonces

! =
2�
T

=) GM s = R3

�
2�
T

� 2

=)
R3

T2
=

GM s

4� 2
: (7.60)

Para una órbita elíptica, el camino para la demostración es distinto y debemos usar lo que
aprendimos en lasección 7.2.3 sobre elipses. Empecemos por usar las relaciones (7.51) junto a
(7.41) y (7.58):

F (r ) = �
`2

mp�r 2
= �

`2

mpa(1 � "2)r 2

= � G
mpM s

r 2

9
>>=

>>;
=) �

`2

mpa(1 � "2)r 2
= � G

mpM s

r 2
; (7.61)

de donde es directo despejar1 � "2:

�
`2

mpa(1 � "2)��r 2
= � G

mpM s

��r 2
=)

`2

mpa(1 � "2)
= GmpM s =) 1 � "2 =

`2

Gm2
pM sa

: (7.62)

De esta manera, usando la expresión (7.49), tenemos que

Aelipse = �a 2
p

1 � "2 = �a 2

s
`2

Gm2
pM sa

= �a
3
2

`
mp

r
1

GM s
(7.63)

Ahora vamos a usar el resultado (7.14) e integrarla en para cubrir todo el área de la elipse, que
es justamente lo que sucede durante un períodoT:

dA
dt

=
`

2m
Integrando

�������! Aelipse =
`

2mp
T =) T = Aelipse

2mp

`
: (7.64)

Si sustituimos en esta expresión nuestro resultado anterior (7.63), obtenemos que

T =
�

�a
3
2

��̀

� �mp

r
1

GM s

�
2� �mp

��̀
= 2�

s
a3

GM s
; (7.65)

por lo que �nalmente tenemos que

T2 =
4� 2

GM s
R3

OM : (7.66)
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7.2.5. Energía y Potencial Gravitacional

Ya discutimos el potencialV(r ) para el caso general de fuerzas centrales en lasección 7.1
justamente cuando introdujimos formalmente el concepto de una fuerza central. De la expresión
(7.6), y usando la expresión de la Fuerza Gravitacional (7.50), es directo darnos cuenta que

V(r ) = � G
m1 m2

r
+ Vo ; (7.67)

donde Vo es la constante que se indica en (7.6) y que falta por ser �jada. Para ello, usaremos la
convención de tomar que V(r) cumple que

l��m
r !1

V(r ) = 0 y l��m
r ! 0

V(r ) ! 1 ; (7.68)

de manera que �nalmente tenemos que

V(r ) = � G
m1 m2

r
: (7.69)

Respecto a la energía mecánica, el caso general lo tratamos ensección 7.1.4 , donde intro-
dujimos el potencial efectivo,Vef (r ). De esta manera, usando (7.69) en (7.24) y recordando que
estamos en el caso que� � m1, se tiene que

E =
1
2

m1 _r 2 � G
m1 m2

r
+

`2

2m1 r 2
(7.70)

Como dijimos en su momento, la relación (7.24) nos permite analizar aspectos de interés del
movimiento de la partícula sin necesidad de resolver la ecuación de movimiento. En el caso de
gravedad, nos va a permitir cantidades interesantes, como lo son los puntos de retorno en la
trayectoria del objeto. Para ello, haciendo la analogía con el punto de retorno que implica la altura
máxima en un lanzamiento vertical, acá podemos proceder de manera análoga y establecer que los
puntos de retorno serán aquello en los que la energía cinética traslacionalK (trasl: ) sea nula. De esa
manera, tendremos que

E = � G
m1 m2

r
+

`2

2m1 r 2
=) E + G

m1 m2

r
�

`2

2m1 r 2
= 0 ; (7.71)

de donde se obtiene una ecuación cuadrática
1

2m1r 2

�
2m1r 2E + 2G m2

1 m2r � `2
�

= 0 : (7.72)

Si la partícula tieneE < 0, entonces la anterior ecuación tiene dos raíces, que seránrm��n y rm�ax

y se cumple que

r (t) : rm��n � r (t) � rm�ax ; 8 t : (Órbita Acotada) (7.73)

Como comentario adicional, vale señalar que el hecho que la órbita sea acotada no necesariamente
implica que ésta tenga que ser periódica.

Para el casoE > 0 hay un sólo punto de retorno y la partícula puede escapar al in�nito.
Finalmente nos queda el caso frontera, que separa las órbitas acotadas de las no acotadas,E = 0.
Para este caso, la partícula puede (apenas) escapar y llega ar ! 1 con velocidad nula. A este
caso vamos a dedicarle unas líneas más.
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7.2.5.1. Velocidad de Escape

Acabamos de indicar que cuandoE = 0, la partícula justo logra llegar ar ! 1 , pero con
velocidad nula. Este caso justamente se usa para de�nir laVelocidad de Escape . Escribamos
nuevamente la expresión de energía, pero escribamosK sin separar la parte traslacional de la
rotacional:

E =
1
2

m1
_~r � _~r � G

m1 m2

r
=

1
2

m1v2 � G
m1 m2

r
: (7.74)

Si E = 0, entonces

1
2 � �m1v2

e = G � �m1 m2

r
=) ve =

r
2Gm2

r
(7.75)

donde recordemos quem2 es la masa delcentro de fuerza, que en este caso sería el planeta o cuerpo
celeste del que se desea escapar.

Ejemplo 7.4. Determine la velocidad de escape de la Tierra.

Resolución: Para determinar la velocidad de escape de la Tierra debemos usar la expresión
(7.75), tomando la masa de la Tierra y su radio:

veT =

r
2GMT

RT
:

Dado queMT = 5; 9742� 1024kg y RT = 6;371km, se tiene que para la Tierra

veT = 11; 18
km
s

:

Dado que la velocidad de escape depende de la constante universal de gravitaciónG, debemos
tener su valor a mano. Por ello, puede resultar de interés calcular velocidades de escapes en términos
de otras. Conocida una velocidad de escape y conociendo la relación entre los radios y masas de
los planetas, se puede determinar una velocidad de escape en términos de la conocida. Veamos el
ejemplo de nuestro vecino Marte.

Ejemplo 7.5. Determine la velocidad de escape en término de la velocidad de escape de Tierra.

Resolución: Empezamos por escribir las expresiones(7.75) correspondiente a cada planeta:

veT =

r
2GMT

RT

veM =

r
2GMM

RM

9
>>=

>>;
=)

v2
eM

v2
eT

=
��2GM M

RM

��2GM T
RT

=
MM

MT

RT

RM
=) veM =

r
MM

MT

RT

RM
veT :

Si introducimos los datos respectivos, encontraremos que la velocidad de escape de Marte es
5,02 km

s , que es 45% la de la Tierra.

122



FS-1112: Física II 7.2. LEY DE GRAVITACIÓN UNIVERSAL

Tabla 7.3: Velocidades de Escape de algunos cuerpos celestes

Cuerpo Tierra Luna Venus Marte Júpiter Europa Ganímedes Sol
ve (Km/s) 11,2 2,38 10,4 5,02 59,5 2,03 2,74 617,5

ve=veT 1 0,21 0,92 0,45 5,32 0,18 0,24 55,18

Por último, podemos considerar la velocidad de escape del Sistema Solar, un cálculo que en
principio pudiera parecernos bastante complejo de realizar. Después de todo dijimos anteriormente
que tenemos al Sol, 8 planetas y 6 planetas enanos. Sin embargo, veremos que si usamos lo que
hemos aprendido en las últimas semanas, podemos conseguir un resultado de manera sencilla y
rápida.

Ejemplo 7.6. Se quiere enviar una sonda fuera del Sistema Solar. Determine la velocidad de
escape del mismo.

Resolución: En principio, este problema pudiera parecer complicado de resolver, sin embargo,
recordemos que el Sol es el centro de fuerza alrededor del cual giran los planetas y es que justamente
es el cuerpo celeste con mayor masa en nuestro Sistema Solar. Si buscamos los datos, veremos que
el Sol tiene una masa de 332.950 veces la de la Tierra. El planeta más masivo de nuestro vecindario
es Júpiter, cuya masa es de 318 veces la de la Tierra. Por ello, la velocidad de escape que debemos
calcular es la del Sol, por lo que usaremosM s en (7.75). Queda todavía por responder cuál distancia
r usar. En los casos anteriores hemos usado el radio del planeta, pero para este caso, ¾cuál usar?
Dado que se quiere es lanzar una sonda desde Tierra, entonces la distancia debe ser el radio orbital
medio de la Tierra alrededor del Sol. De esta manera, debemos calcular

veSSol =

r
2GMS

RT S

Si usamos los datos disponibles, conseguiremos queveSSol = 42; 1 km
s .

Como un comentario �nal respecto al ejemplo anterior, hay que destacar que la cantidad anterior
es casi cuatro veces la velocidad para escapar del campo gravitatorio terrestre y es lo su�ciente-
mente grande como para que para enviar una sonda fuera del Sistema Solar, como se hizo con las
sondas Pioneer o Voyager, se utilizan otros métodos, como la catapulta gravitatoria, pero que no
detallaremos en este curso.

7.2.6. Órbitas y Satélites Arti�ciales

En general, el término órbitas se re�ere a las soluciones de la formar (� ) de la ecuación de
movimiento bajo una fuerza central (7.19). En este curso no pretendemos estudiar a fondo el
cómo obtener esas trayectorias mediante la denominadaFórmula de Binet [11], sino que vamos
a estudiar algunos casos puntuales de órbitas de satélites arti�ciales alrededor de la Tierra así
como la denominadaÓrbita de Transferencia , también denominadaÓrbita de Hohmann-
Vetchinkin .
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7.2.6.1. Órbitas de Satélites Arti�ciales

El 04 de Octubre de 1957 es lanzado desde el Cosmódromo de Baikonur (Kosmodrom Ba�kon ýr ),
en la entonces RSS de Kazajistán, URSS, el primer satélite arti�cial, elProste�xi� Sputnik-1
(Satélite Elemental-1). Usando un cohete R7 modi�cado, el 8K71PS, se trató del primer lanza-
miento para colocar en órbita alrededor de la Tierra un objeto hecho por el ser humano. El satélite,
una esfera metálica de 83,6Kg y un diámetro de 58cm con antenas de 2,4 y 2,9 m, estuvo orbi-
tando nuestro planeta durante 92 días hasta desintegrarse en la atmósfera a su reingreso. Spútnik
transmitió datos hasta el 26 de octubre, luego de completar 326 órbitas, momento en el que sus
baterías se agotaron. En total dio 1440 vueltas alrededor de la Tierra, es decir, una vuelta cada
39'7,8�.

Figura 7.14: Spútnik-1: Infografía, fotografías del original y de la réplica en el sitio de lanzamiento
y estampilla soviética por el 10 Aniversario de su lanzamiento.

El lanzamiento del Spútnik-1 marcó el pistoletazo de salida no sólo de la llamadaCarrera Es-
pacial entre la URSS y los EEUU en el marco de la Guerra Fría, sino que permitió importantes
avances tecnológicos con el desarrollo de la industria de satélites arti�ciales. Los satélites pueden
clasi�carse según su �nalidad como satélites de observación meteorológica, comunicación, de na-
vegación (p.ej. sistema GPS,GLONASS y Galileo), de observación astronómica (p.ej. telescopio
Hubble), militares (p.ej. de reconocimiento o con armas) y estaciones espaciales (p.ej. la pionera
Mir y la actual EEI).

Aunque la órbita del primer satélite fue de tipo elíptica y con una inclinación de65� respecto
al plano ecuatorial, la mayoría de los satélites arti�ciales se encuentran orbitando alrededor de la
Tierra en trayectorias circulares alrededor de la zona tropical. Vamos a empezar a discutir algunos
casos de este tipo de órbitas. Como veremos a continuación, hay algunos cálculos preliminares de
éstas que podemos hacer con lo que hemos aprendido hasta el momento, mas no así lo relativo a
su lanzamiento con el uso de cohetes.
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Órbitas Circulares
Para una órbita circular sobre la región tropical, podemos encontrar rápidamente la relación

entre su período y su altura respecto al nivel del mar. Para ello, podemos utilizar los resultados
que ya obtuvimos cuando analizamos laIII Ley de Kepler , cambiando en (7.60) la masa del Sol
M s por la masa de la Tierra,MT :

R3

T2
=

GMT

4� 2
: (7.76)

Dado que indicamos que estamos interesados cono-
cer la relación entre el período y la alturaho de la
órbita, escribimos

(RT + ho)
3

T2
=

GMT

4� 2
; (7.77)

donde hemos usadoR = RT + ho. De esta expresión
es directo despejar el período como función deho:

T(ho) = 2 � (RT + ho)

s
(RT + ho)

GMT
: (7.78)

Si de�nimos go

go � G
MT

R2
T

=) GMT = goR2
T ; (7.79)

Figura 7.15: Diagrama de los tipos de órbi-
tas para satélites arti�ciales alrededor de la
Tierra.

entonces tenemos que

T(ho) = 2 �
(RT + ho)

RT

s
(RT + ho)

go
: (7.80)

Analicemos a continuación un caso concreto de una órbita geosíncrona. Este tipo de órbitas
fueron descritas en detalle por el ingeniero esloveno Herman Poto£nik (1892-1929), quien publicó
en 1928 un libro tituladoDas Problem der Befahrung des Weltraums - der Raketen-Motor(Sobre
el problema de los viajes espaciales - el cohete de motor) bajo el seudónimo Hermann Noordung.
Poto£nik, considerado un pionero de la astronáutica, trabajó sobre la base a las ideas del también
pionero Konstantin Eduardovich Tsiolkovsky (Konstantin Eduardoviq Ciolkovski� , 1857-
1935) con quien mantuvo correspondencia. El primer satélite geosíncrono fue diseñado por Harold
A. Rosen (1926-2017) en 1959 mientras trabajaba en Hughes Aircraft, inspirado por Spútnik-1.
En 1963 se colocó en órbita el primer satélite geosíncrono, Syncom 2, mientras que el primero
geoestacionario, Syncom 3, fue puesto en órbita al año siguiente.

Ejemplo 7.7. Órbita Geoestacionaria: Determine la altura a la que se debe colocar un satélite
si se desea que su óbrita sea circular, ecuatorial y tal que el satélite esté siempre encima del mismo
punto radial de la Tierra.
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Resolución: Si queremos que el satélite en órbita esté siempre sobre el mismo punto radial de
la Tierra, necesitamos que su período sea igual al período de rotación de la tierra,TT . Contrario
a lo que acabamos de calcular, queremos es despejar la altura como función del período, por lo que
partimos de la expresión(7.77)

(RT + hg)3

T2
T

=
GMT

4� 2
=) RT + hg = 3

r
GMT

4� 2
T2

T =) hg = 3

r
GMT

4� 2
T2

T � RT :

Si sustituimos los valoresG = 6; 673� 10� 11 m3 kg� 1 s� 2, MT = 5; 9742� 1024 kg y TT = 24h,
entonces tenemos que

i
hg = 35;786 km

i

Veamos ahora qué pasa con la velocidad que necesitamos que alcance el cohete con el que
deseamos poner en órbita un satélite de masams a una cierta altura ho. Para ello, escribamos la
energía mecánica total para la nave en Tierra y luego a la altura deseada, con rapidez radial nula:

E(RT ) =
1
2

msv2
c � G

msMT

RT
;

E(RT + ho) =
1
2

ms(RT + ho)
2! 2(ho) � G

msMT

RT
;

(7.81)

donde

! (ho) =
2�

T(ho)
= � �2�

RT

� �2� (RT + ho)

r
go

(RT + ho)
= RT

r
go

(RT + ho)
3 : (7.82)

Por lo tanto, tenemos que

E(RT + ho) =
1
2

ms(RT + ho)
2! 2(ho) � G

msMT

RT + ho

=
1
2

ms� � � � � �
(RT + ho)

2 go R2
T

(RT + ho)�3
�

msgoR2
T

(RT + ho)

=
1
2

ms
go R2

T

RT + ho
� ms

goR2
T

RT + ho
= �

1
2

ms
go R2

T

RT + ho
: (7.83)

Si nos �jamos bien, acabamos de obtener un resultado general para las órbitas circulares, que
nos permite relacionar las cinética y potencial, además de la energía mecánica total:

Órbita Circular: E = � K y V = � 2K : (7.84)

Igualando las expresiones de la energía (7.81), tenemos que

E(RT ) = E(RT + ho)

1
2� �ms v2

c � G � �ms MT

RT
= �

1
2 � �ms

go R2
T

RT + ho

1
2

v2
c �

goR�2
T

� �RT
= �

1
2

go R2
T

RT + ho

(7.85)
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Despejando la velocidad del cohetevc, tenemos que

v2
c = 2

�
goRT �

1
2

go R2
T

RT + ho

�
=

2goRT (RT + ho) � goR2
T

RT + ho

=
��2 goR2

T + 2goRT ho � � � �goR2
T

RT + ho
=

goRT (RT + 2ho)
RT + ho

;

(7.86)

por lo que

vc =

s
goRT (RT + 2ho)

RT + ho
(7.87)

Órbitas Elípticas

Ya vimos al inicio de la presentación de los satélites arti�ciales
que el Spútnik-1 fue colocado en una órbita elíptica, contrario a las
órbitas que acabamos de analizar. Adicionalmente comentamos que
dicha órbita no estaba contenida en la zona tropical sino que tenía
una inclinación de65� respecto al plano ecuatorial. Ése no ha sido la
única órbita con estas características. De hecho, para que un satélite
de comunicación, observación, navegación u otro pueda cubrir las
latitudes más cercanas a los polos se utilizan justamente de órbitas
elípticas de gran excentricidad e inclinadas.

Hay dos órbitas que justamente cumplen estas características, am-
bas desarrolladas en la URSS. La primera de ellas,Molni� (Relám-
pago) y cuyo esquema se presenta en laFigura 7.16 , ocurre en un
plano inclinado63; 4� respecto al ecuatorial y tiene un período de me-
dio día. Con el uso de 3 satélites colocados en este tipo de órbita se
puede dar cobertura a regiones más cercanas a los polos. En cuanto a
la segunda,Tundra (Tundra), también ocurre en un plano inclinado
63; 4� respecto al ecuatorial, con una excentricidad entre 0,2 y 0,3.
Su período orbital es de un día y tiene una forma de 8. A diferencia
de la primera, esta órbita pasa tanto tiempo en un hemisferio como
en el otro.

Figura 7.16: Esquema de
una órbita Mólniya.

7.2.6.2. Órbita de Transferencia

Para �nalizar, vamos a analizar una trayectoria elíptica para conectar dos órbitas circulares alre-
dedor de un mismo cuerpo masivo. Estas órbitas, referidas como Órbitas de Hohmann-Vetchinkin,
se clasi�can en Tipo I para� < 180� y Tipo II para � > 180� .

En 1925 Walter Hohmann (1880-1945) propuso utilizar una semi-órbita elíptica para conectar
dos órbitas circulares. En esta maniobra, introducida poco antes por Vladimir Petrovich Vetchinkin
(Vladimir Petroviq Vetqinkin , 1888-1950), ambas órbitas circulares se conectan por medio
de media órbita elíptica tal que el cuerpo central se encuentra en uno de sus focos, el radio orbital
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mínimo rp, coincide con el radio de la órbita circular menor,rA , mientras que el radio orbital
máximo, ra, lo hará con el de la órbita circular mayor,rB . De esta manera, la nave sólo utiliza dos
impulsos de su motor, aprovechando la conservación de la energía mecánica total y del momentum
angular.

Empecemos por escribir las energías mecá-
nicas de las órbitas circulares, usando (7.84).
Para la órbita circular menor tenemos que

EA = �
1
2

G
Mm
RA

; v2
A =

GM
RA

; (7.88)

mientras que para la de radio mayor

EB = �
1
2

G
Mm
RB

; v2
B =

GM
RB

: (7.89)

Por otro lado, en la órbita de transferencia,
tenemos que se conserva el momentum angular,
por lo que

`A = `B =) mRA � A = mRB � B

=) � A =
RB

RA
� B :

(7.90)

Dado que también se conserva la energía me-
cánica, entonces vamos a escribir las energías en
el pericentro y apocentro de la órbita elíptica:

E0
A = E0

B

1
2

��m� 2
A � G

��mM
RA

=
1
2

��m� 2
B � G

��mM
RB

(7.91)

B
A

rA

rB
M

Figura 7.17: Diagrama de una Órbita de Transfe-
rencia de Hohmann-Vetchinkin.

Sustituyendo � A (7.90) en esta expresión, tenemos que

1
2

�
RB

RA
� B

� 2

� G
M
RA

=
1
2

� 2
B � G

M
RB

=)
1
2

�
1 �

R2
B

R2
A

� B

� 2

= GM
�

1
RA

�
1

RB

�

R2
A � R2

B

2R�2
A

� 2
B = GM

�
RB � RA

�
�RA RB

�
=) � � � � � �

(RB � RA )(RB + RA )
2RB

� 2
B = GM � � � � �RB � RA

RA

ROM

RA
� 2

B = v2
A =) � B =

r
RA

ROM
vB

(7.92)

Ahora sustituimos este resultado en (7.90) y usamos (7.88) y (7.89) para obtener �nalmente
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que

� A =
RB

RA
� B =

RB

RA

r
RB

ROM
vB =

r
RB

RA ROM
vB =) � A =

r
RB

ROM
vA (7.93)

Para �nalizar, podemos determinar el tiempo de viaje para este viaje de transferencia entre
órbitas. Para ello, calculamos el período de la órbita elíptica usando (7.60) y obtenemos

T2

R3
OM

=
4� 2

GM
=) T = 2�

r
R3

OM

GM
=) t = �

r
R3

OM

GM
(7.94)

dado que en el viaje recorre sólo media órbita.
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7.3. Problemas

A continuación se presentan una serie de problemas, algunos de ellos basados en los planteados
por el Prof. Cayetano DiBartolo en [8] y [11].

Problema 7.1. Considere los potenciales que se enuncian a continuación y, considerando que
están asociados a una fuerza central, determineF (r ) e indique si se trata de una fuerza repulsiva
o atractiva.

(a.) V(r ) = � �
e� r

r o

r 2
; � > 0; ro > 0 ; (b.) V(r ) = �

�
r p

; � > 0; p 2 N; p � 2:

Problema 7.2. Considere una partícula que se mueve bajo la acción de una fuerza central. En-
cuentre la forma funcional deF (r ) si la trayectoria de la partícula está dada por

r (� ) =
ro

sen�
: (7.95)

Problema 7.3. Considere dos partículas de masam ca-
da una, separadas una distancia �jad = 2R. En un cierto
instante, se coloca una tercera partícula, de masamo, a
una distancia D del centro de masa del sistema formado
por las dos partículas, como se muestra en la �gura adjun-
ta. Si considera que las partículas de masam están �jas,
determine:

(a.) La fuerza neta que actúa sobre la partícula de masa
mo.

(b.) La rapidez de la partícula de masamo cuando pasa
por la línea que une a las partículas de masam, si
ésta parte del reposo.

(c.) Si D � d, demuestre que la partícula realizará un mo-
vimiento armónico simple y determine la frecuencia
de oscilación.

(d.) Si las partículas de masam no estuvieran �jas, só-
lo su centro de masa, ¾qué pudiera responder a las
preguntas anteriores?

R R

� �

m md

D

mo

Figura 7.18: Partícula bajo la ac-
ción gravitacional de dos masas.
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Problema 7.4. Considere un cuerpo de masam que está en una órbita elíptica con una estrella
de masaM e en el focoF1 de la elipse. Considerando los resultados obtenidos en este capítulo,
particularmente las expresiones(7.41), (7.54) y (7.55), determine:

(a.) Los vectores posición~r , velocidad _~r y aceleración•~r del cuerpo.

(b.) El vector momentum angular~L y su magnitud`.

(c.) Determine la rapidez del cuerpo en el apocentrova y el pericentro vp de la órbita. Escriba
vp = � v a y determine� .

(d.) Use la conservación de momentum angular para encontrar la rapidez de un puntop arbitrario
de la órbita. Escriba su resultado en términos deva.

(e.) Determine el tiempo que ha tardado el cuerpo en llegar desde el pericentro hasta el puntop
de la órbita.

Problema 7.5. Considere un planeta de masaM y radio R. Una nave es lanzada por un cohete
con una rapidezv = � � 1ve, dondeve es la velocidad de escape del planeta y� > 1. Determine la
altura máxima que alcanza la nave en función de� .

Problema 7.6. Considere un satélite de masam que se ha colocado en una orbita alrededor del
planeta Marte. Si la órbita es circular con períodoT = 12h, determine:

(a.) La altura de la órbita respecto a la super�cie marciana.

(b.) La rapidez del satélite.

(c.) La energía mecánica total del satélite.

(d.) La altura de una órbita geoestacionaria, considerando que el día marciano dura24; 66h.

Problema 7.7. Considere la órbita de transferencia (sección 7.2.6.2 . Determine la energía
necesaria para iniciar la órbita de transferencia en el planeta de origen y la necesaria para salir
de ella en el planeta de destino.

Problema 7.8. Considere la órbita de transferencia (sección 7.2.6.2 para el caso Tierra - Marte.
Aproxime el radio orbital medio marciano comoR(Marte )

OM = 3
2 R(T ierra )

OM y determine :

(a.) Las velocidades inicial y �nal de la órbita de transferencia.
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(b.) La energía requerida para iniciar la órbita de transferencia y la necesaria para terminarla.

(c.) El tiempo de viaje.

Problema 7.9. Repita elProblema 7.8 considerando ahora que el destino es una órbita alrededor
de Jupiter. Use los datos de laTabla 7.1 .

132



Capítulo 8

Hidrostática

Como dijimos al inicio del curso, elleitmotiv deFísica II es el estudio de sistemas de partículas.
Para ello iniciamos estudiando conceptos tales como el centro de masa, que nos permitieron enten-
der que la reducción de cuerpos extendidos a partículas puntuales, bajo ciertas condiciones, tiene
su justi�cación. Cuando hemos analizado sistemas continuos, lo hicimos imponiendo la restricción
de cuerpos rígidos que nos permite simpli�car nuestro análisis de manera que en lugar de tener
que lidiar con los3N grados de libertad de un sistema deN partículas sólo tenemos que analizar
6 grados de libertad, los 3 del centro de masa más los 3 relacionados con el movimiento relativo a
éste. Ahora vamos a querer relajar la condición de cuerpo rígido de manera que podamos estudiar
�uidos. Sin embargo, alguna simpli�cación debemos hacer de manera de no tener que volver al
problema de analizar todos los3N grados de libertad.

Para el resto del curso veremos que el concepto de Equilibrio va a ser fundamental. Por ello,
empezamos este capítulo con una muy breve discusión de �uidos en equilibrio para luego empezar
a discutir conceptos de densidad y presión, para �nalmente enunciar los tres principios de la
hidrostática en los que nos centraremos.

8.1. Fluidos en Equilibrio Estático

Desde pequeños hemos escuchado hablar de los estados de la materia, con mención a los tres que
conocemos de nuestra experiencia diaria: sólido, líquido y gas1. Para la mayoría de las sustancias,
esta división es bastante directa y normalmente usamos al agua como ejemplo: hielo (sólido), agua
(líquido) y vapor (gas).

Para algunas sustancias la división puede no ser tan directa, como sucede por ejemplo con el
vidrio. De nuestra experiencia, sería directo clasi�carlo como sólido. Sin embargo, no es sencilla la
cuestión. Por un lado, se trata de un sólido amorfo, es decir, sin estructura cristalina, pero además
es un debate abierto si realmente se trata de un sólido, un líquido sobreenfriado o incluso si se trata
de un estado aparte de la materia. Las especi�caciones del porqué es un debate abierto escapan al

1Aunque en realidad existen otros estados de la materia, como el plasma y el condensado de Bose-Einstein, para
efectos de este curso nuestra discusión se va a limitar sólo a los tres primeros.
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alcance de este curso2, pero vale destacar que una de las razones por las que se suele decir que se
trata de un líquido viscoso es en realidad un `mito urbano'. Se suele mencionar el hecho que los
vitrales de las grandes iglesias y catedrales antiguas tienen las bases más anchas, proponiendo que
ello es debido al lento �uir del vidrio. En realidad, ese ensanchamiento que se observa se debe al
proceso de fabricación de los paneles de vidrio en la Edad Media (s.V-s.XV), denominado corona
de vidrio o corona normanda, en el que las láminas quedaban más anchas en los bordes y luego
eran cortados en las piezas de interés. Al momento de armar el vitral, la parte más ancha era
colocada en la base, por razones evidentes de estabilidad estructural.

Otra razón que nos pudiera hacer pensar en que la clasi�cación se puede complicar son los
fenómenos de difusión, como los observados en interfases metálicas. Esos fenómenos, al implicar
una migración de átomos del metal, signi�can en un cierto sentido un `�uir' dentro del sólido o,
en el caso de interfases, hacia una estructura aledaña.

Más allá de los detalles de la clasi�cación de ciertas sustancias, establezcamos la siguiente
de�nición:

Un Fluido es un tipo de medio continuo formado por alguna sustancia tal que se
deforma continuamente (�uye) bajo la aplicación de una tensión tangencial, por muy
pequeña que sea, y que en general puede cambiar de forma sin que aparezcan fuerzas
restitutivas tendentes a recuperar la forma �original".

La falta de estas fuerzas restitutivas que le permitan recuperar una forma anterior es una de
las principales diferencias con un sólido deformable. Los �uidos están conformados por los líquidos
y los gases, aún cuando solemos pensar sólo en líquidos cuando se habla de �uidos. Los líquidos
toman la forma del recipiente que los aloja, manteniendo su propio volumen.

Con esta de�nición, vemos que estamos tratando con un sistema bastante complejo, por lo
que debemos imponer algunas restricciones que permitan que su estudio nos resulte posible con
las herramientas que tenemos. Lo primero que haremos será asumir quelos líquidos no pueden
comprimirse, es decir, que son incompresibles. Esto no es sino una idealización análoga a la que
hicimos en elCapítulo 3 cuando introdujimos el concepto de `Cuerpo Rígido'. El funcionamiento
del sonar vía la propagación de ondas sonoras en el agua nos hace ver que esto no es del todo
cierto, lo mismo que la propagación de ondas sísmicas en estructuras consideradas rígidas lo hace.
De hecho, el considerarlo medios continuos, con lo que sabemos hoy día de la estructura molecular
y atómica de la materia, es también una aproximación.

Como ya comentamos en su momento, estas aproximaciones están justi�cada en parte por la
precisión de nuestras mediciones. Estamos pensando en que nuestra observación se limita a lo
macroscópico, que de todos modos es el rango de validez de la física que estamos estudiando. Lo
otro que también hay que tomar en cuenta es el rango de fenómenos que estamos interesados en
describir. Recordemos que cuando discutimos el Centro de Gravedad en lasección 5.2.1 llegamos
a la conclusión que para las dimensiones de los cuerpos analizados, éste coincidía con el centro de
masa, pues en ese caso podíamos asumir que~g es constante.

2El estudiante interesado en leer un poco al respecto puede revisar el texto (en inglés) de Philip Gibbs (University
of Califoria � Riverside) Is glass liquid or solid?.
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Pero la aproximación de los líquidos como sustancias incompresibles no es su�ciente, falta
otra restricción adicional. Ya indicamos que nos íbamos a basar en lo que nuestra observación
macroscópica nos permite detallar. Por ello mismo no vamos a estar interesados en la dinámica
interna de las partes que componen al líquido (al que de paso estamos asumiendo como continuo),
de manera que podemos pensar en un líquido estático. De ahí justamente el nombre de este campo
de la mecánica de �uidos. Aunque etimológicamente la palabraHidrostática es un neologismo,
formado con las palabras griegasÏdwr (hydor), que signi�ca agua, y statikìc (statikos), que
signi�ca estático, nuestro estudio va a estar referido a líquidos en general.

8.2. Densidad y Peso Especí�co

Ahora debemos establecer la manera en que vamos a describir a nuestro �uido. Para ello,
volvamos al hecho de que estamos basando nuestra descripción en lo que nos permite apreciar
nuestra observación macroscópica. Por ello, las `etiquetas' que usemos para describir estos sistemas
deben ser de otro tipo a los que usamos previamente.

Empecemos por recordar una cantidad que ya hemos mencionado en otro contexto, la densidad
(3.4):

� =
M
V

;

donde estamos asumiendo que vamos a lidiar con líquidos homogéneos. Las variaciones de la
densidad debido a factores como Temperatura, Presión, entre otros, son lo su�cientemente pequeños
para amplios intervalos de estas variables como para que los podamos considerar homogéneos. Las
dimensiones de densidad son dimensiones de masa entre volumen y usaremos con frecuancia las
unidades MKS o las cgs:

MKS: [� ] =
kg
m3

; cgs: [� ] =
g

cm3
: (8.1)

Para pasar de la densidad en unidades cgs a MKS simplemente debemos multipicar por103. A
continuación presentamos una tabla con algunos valores de densidad que pueden resultar útiles:

Tabla 8.1: Densidad de algunas sustancias líquidas en condiciones normales

Sustancia � (cgs)
Gasolina 0,70
Acetona 0,79
Etanol 0,81

Aceite vegetal 0,92
Agua destilada 1,00
Agua de Mar 1,03

Sangre 1,06
Glicerina 1,26
Mercurio 13,6
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Una cantidad que se suele introducir junto a la densidad (aunque nosotros usaremos poco) es
el peso especí�co, que no es otra cosa que el peso por unidad de volumen, esto es

� g �
Mg
V

= � g : (8.2)

De esto es evidente que el peso especí�co tiene dimensiones de fuerza entre volumen, por lo que
en el Sistema Internacional las unidades son

[� g] =
N
m3

:

8.3. Fuerza, Presión y Equilibrio

Al de�nir �uidos y limitar nuestro estudio de los mismos a líquidos en equilibrio estático nos
faltó especi�car a qué tipo de equilibrio nos estamos re�riendo. Hasta los momentos, nos hemos
referido siempre a equilibrio mecánico:

(a.)

m~g
~F

F = mg (b.)

~F1
~F2

F1 < F 2

Figura 8.1: Equilibrio Mecánico: Cuerda Ideal vs. Líquido

Cuando hemos considerado una cuerda ideal en los sistemas mcánicos estudiados hasta el
momento, una de las características es que las fuerzas se transmiten a lo largo de la misma sin
alteraciones, como se muestra en la parte (a.) de laFigura 8.1 . Sin embargo, esto no es lo que
ocurre en un líquido. Si tenemos un sistema como el mostrado en la parte (b.) de la mencionada
�gura, notaremos que la fuerza que se debe aplicar en el lado izquierdo es menor a la que se debe
aplicar en el lado derecho. De esta manera, el equilibrio no estará expresado en término de fuerzas
sino de otra cantidad que debemos de�nir.

Consideremos una super�cie sobre la cual estamos aplicando una cierta fuerza neta~F como
resultado de un conjunto de fuerzas, como se muestra en laFigura 8.2 . De�nimos la presión como
el cociente del módulo de la fuerza entre el área de la super�cie sobre la cual se aplica dicha fuerza:

P =

�
�
�~F?

�
�
�

A
; (8.3)
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donde~F? es la componente de la fuerza en la dirección perpendicular a la super�cie.

.
~FT

Figura 8.2: Fuerza Aplicada sobre una super�cie: Presión

Para ver por qué el concepto de presión es relevante, pensemos en la situación planteada en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1. Se tiene un colchón de masa M, ladosa, 2a y altura h. Determine la diferencia de
presión entre colocar el colchón directo en el piso y colocarlo en 6 soportes, de masa despreciable,
de baseAb.

Resolución: La fuerza que ejerce el colchón sobre el piso viene dada por el peso del mismo,
cuyo módulo esMg, de manera que la presión es

P =
Mg
A

:

El área de contacto dependerá de si el colchón está en contacto directo con el piso o si se han usado
los 6 soportes. En el caso que el colchón está colocado directo, tenemos que

A = 2a2 =) P =
Mg
A

=
Mg
2a2

;

mientras que si está montado sobre los soportes, es

A = 6Ab =) P =
Mg
A

=
Mg
6Ab

:

Para comparar estas dos presiones, consideremos las dimensiones de una base. Supongamos
quea es del orden de1m, la altura del colchón será más o menos la tercera parte, es decir,h = a

3 .
Si consideramos bases cuadradas, de lado del orden de la sexta parte deh, entonces

A = 6Ab = 6
� a

18

� 2
=

a2

54
=) P = 54

Mg
a2

:

8.3.1. Unidades de Presión

La presión tiene dimensiones de fuerza entre área, por lo que la unidad del Sistema Internacional
es

[P] =
[Fuerza]

[ �Area]
=

N
m2

= Pa ; (8.4)
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donde Pa es el Pascal. Sin embargo, es usar otras unidades, como la `atmósfera', los `mm de mer-
curio' y los `psi' (acrónimo del inglés para libras por pulgada cuadrada). Expliquemos brevemente
estas unidades: Una atmósfera, escrito (1 atm), es la presión atmosférica medida a nivel del mar.
La unidad de mm de mercurio, escrito mmHg está referida a la altura de la columna de un capilar
delgado con mercurio. Está relacionado con el barómetro desarrollado en 1643 por el italiano Evan-
gelista Torricelli (1608-1647) y es por ello que la unidad mmHg fue rebautizada como Torricelli,
escrito torr. Finalmente, los psi son una unidad basada en el Sistema Imperial de unidades. La
conversión entre estas unidades está dada por:

1atm = 1; 01� 105 Pa = 760 mmHg = 14; 7psi: (8.5)

8.4. Principio de Pascal

Blaise Pascal (1623-1662), físico y matemático francés, estableció en 1647-48 el hecho de que los
líquidos transmiten la presión sin modi�car su intensidad, análogo a lo que sucede con las cuerdas
ideales y la fuerza. Este hecho se denominaPrincipio de Pascal :

Los cambios de presión en un �uido incompresible en equilibrio dentro de un reci-
piente de paredes indeformables se transmite sin alteración a todo el �uido.

Una de las aplicaciones directas del Principio de
Pascal es la denominada Prensa Hidráulica, que
de hecho fue inventada por el propio Pascal. A
veces denominada `multiplicadora de fuerzas', el
mecanismo se basa justamente en la transmisión
de la presión producida al aplicar una cierta fuer-
za de magnitudF1 sobre un pistón de áreaA1 me-
nor y su transmisión sobre otro pistón, de super-
�cie A2 mayor, produciendo por tanto una fuerza
de magnitud F2, con F2 > F 1. Dado que en los
pistones la Presión es igual, entonces

P1 = P2 =)
F1

A1
=

F2

A2
; (8.6)

Figura 8.3: Esquema de una Prensa Hidráu-
lica. Tomado de [2].

Si bien la Prensa Hidráulica logra un efecto de ampli�cador de fuerza, esto no se traduce en
que haya una violación del principio de conservación de energía. Para ver esto, pensemos en el
trabajo que realiza cada pistón al desplazarse una distancia� x i :

W1 = F1 : � x1 = P : A1 : � x1 = P : V1 ;

W2 = F2 : � x2 = P : A2 : � x2 = P : V2 :
(8.7)

Si el pistón de área menos desplaza un cierto volumenV1, el volumenV2 desplazado por el segundo
pistón debe ser el mismo, dado que estamos considerando a los líquidos como incompresibles. De
esta manera, dado queV2 = V1, entonces los trabajosW1 y W2 son iguales.
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8.5. Principio Fundamental de la Hidrostática

Todos conocemos el hecho de que la presión en un líquido aumenta a medida que la profundidad
es mayor, bien sea por experiencia directa o bien porque lo hemos visto en la televisión o en el
cine. La noción de que si nos sumergimos en una piscina y tratamos de sumergirnos hasta el fondo
notamos el cambio de presión en los oídos. Incluso si estamos bajando hacia el Litoral Central,
notaremos como luego pasar los túneles Boquerón I & II sentimos que los oídos se nos tapan.
Veamos cómo demostrar este hecho y cuál es la dependencia que hay con la profundidad.

Fsup

Finf

Mg

Figura 8.4: Fuerzas que actúan so-
bre un volumen rectangular dentro
de un líquido.

En la �gura adjunta mostramos un recipiente con un
cierto líquido de densidad� . Dentro del líquido hemos es-
cogido un rectángulo de área superior e inferiorA y una
altura h, para un volumenV. En cada cara actúa una cier-
ta fuerza neta, debido a la presión del líquido. Vamos a
estar interesados sólo en las fuerzas netas que actúan sobre
la cara superior,� Fsup |̂ , y sobre la cara inferior,Finf |̂ . De-
bido a que estamos considerando que nuestro sistema está
en equilibrio, entonces

Finf � Fsup � Mg = 0 =) Finf � Fsup = Mg : (8.8)

Vamos a expresar ahora las fuerzas en términos de la
presión y la masa del líquido en términos del volumenV =
A � h y su densidad� :

Finf = P i � A

Fsup = P s � A

M = � � A � h

9
>=

>;

P i � ��A � P s � ��A = � � ��A � hg

� P = � � h � g
i (8.9)

Con este resultado procedemos a enunciar el denominadoPrincipio Fundamental de la
Hidrostática :

La diferencia de presiones entre dos puntos pertenecientes a un mismo líquido en
equilibrio es igual al peso especí�co del líquido por la diferencia de profundidad.

Para ilustrar este principio, vamos a usar un hecho histórico, como fue el viaje que realizaron
en enero de 1960 Jacques Piccard y Daniel Walsh al Abismo de Challenger, ubicado en la Fosa de
las Marianas, en el Océano Pací�co.

Ejemplo 8.2. El 23 de enero de 1960, el explorador, ingeniero y oceanógrafo suizo Jacques Piccard
(1922 - 2008) se sumergió junto a Don Walsh a bordo del batiscafo Trieste, diseñado por su padre
Auguste Piccard (1884 - 1962), al punto más profundo conocido en la hidrósfera de los fondos
marinos de la Tierra: el Abismo de Challenger, ubicado en la Fosa de las Marianas, en el Océano
Pací�co. Dependiendo de la medición, la profundidad de este sitio es de entre 10.898 m y 11.034
m. La profundidad alcanzada en esa ocasión por el Trieste fue de 10.916 m. Calcule la presión
hidrostática a esa profundidad.
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Figura 8.5: Abismo de Challenger: Mapa de la Fosa de las Marianas (izq.), Esquema del Batis-
cafo Trieste (centro), foto de Walsh y Piccard dentro de la Esfera de Observación. Tomadas de
Wikipedia.

Resolución: Para calcular la presión a la profundidad alcanzada por el Trieste usamos direc-
tamente la expresión(8.9):

� P = � � h � g =) PAdC � Po = � mar � hT rieste � g ;

dondePo = 1 atm es la presión atmosférica,� mar = 1:030 kg
m3 la densidad del agua de mar (Tabla

8.1) y hT rieste = 10:916 m. Con esto, tenemos que

PAdC = Po +
�

1:030
kg
m3

�
� (10:916 m)�

�
9; 80

m
s2

�
�
�

1 atm
1; 01� 105 Pa

�
� 1; 08� 103 atm :

En nuestra derivación del anterior principio, toma-
mos la fuerza neta sobre las super�cies superior e infe-
rior del volumen y de ella escribimos la presión sobre
dichas super�cies. Aunque no lo dijimos explícitamen-
te, pero que lo rea�rma el resultado obtenido, es que a
cierta una profundidad dada, hay super�cies equipo-
tenciales de presión, esto es, super�cies para las cuales
la presión es igual. Éstas son horizontales, para las cua-
les el vector normal es colineal con la dirección de~g.
Esto nos lleva a que suceda lo que podemos observar
en los denominados vasos comunicantes, ejempli�cado
en la Figura 8.6 .

Figura 8.6: Principio de los Vasos Co-
municantes.

El Principio Fundamental de la Hidrostática es lo que también nos permite medir la densidad
de líquidos inmiscibles, usando como referencia un líquido de densidad conocida. En el siguiente
ejemplo mostramos el cálculo.
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Ejemplo 8.3. En un tubo en U se tiene un cierto líquido de densidad� conocida. Por el lado
derecho se agrega una cierta cantidad de otro líquido inmiscible de densidad� 0 desconocida. Si se
mide desde la interfase de ambos líquidos, la altura de la columna de la izquierda esh1 mientras
que la de la derecha esh2. Determine la densidad� 0.

Resolución: A nivel de la interfase tenemos la misma pre-
sión en ambos lados. Dicha presión se debe a la masa de
los líquidos que están por encima en cada columna. De esta
manera tenemos que:

P1 = Po + � 1 g h1 ;

P2 = Po + � 2 g h2 :

Igualando estas expresiones, tenemos que

P1 = P2 =) � �Po + � 1 �g h1 = � �Po + � 2 �g h2

� 1 h1 = � 2 h2

� 2 =
h1

h2
� 1 :

� 1

� 2h1

d

h2

Figura 8.7: Tubo en U con dos lí-
quidos inmiscibles.

Para presentar una última aplicación de lo que hemos aprendido hasta el momento, pensemos
en un caso en el que estemos interesados en considerar la fuerza neta que ejerce un cuerpo de
agua sobre una estructura vertical. Por ejemplo, podemos estar interesados en querer calcular las
fuerzas laterales de laFigura 8.4 , para lo cual debemos tomar en cuenta que la presión varía con la
profundidad. En ese caso, debemos recurrir a de�nir un diferencial de la componente perpendicular
a la super�cie de la Fuerza:

dF ? = P(h) dA = � g h l dh : (8.10)

Esto es lo que debemos considerar resolver elProblema 46 (pág. 16) de [8].

Ejemplo 8.4. Cálculo de fuerza y torque netos sobre una Represa

Una represa tiene un anchoD y el nivel
de agua llega hasta una alturaH , como se
muestra en la �gura. Determine

(a.) El módulo de la fuerza neta que ejerce
el agua sobre la represa.

(b.) El módulo del torque neto que ejerce el
agua sobre la represa.

(c.) El brazo del torque neto

D

H

Figura 8.8: Represa.
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Resolución: Como dijimos anteriormente, debemos escribir un diferencial de fuerza como en
(8.10):

dF ? = P(h) dA = ( � gh )(D dh); tal que d~F = d F ? {̂ :

Integrando desde el la super�cie del lago hasta el fondo del lago, tenemos que

F? =
Z H

0
dF ? =

Z H

0
(� gh )(D dh) = � gD

Z H

0
h dh =) F? =

1
2

� gDH 2:

Para calcular la magnitud del torque neto, debemos calcular

d~� = ~r � d~F ; donde ~r = ( H � h)|̂

e integrar nuevamente entre 0 y H para obtener~� = � � k̂ :

� =
Z H

0
d� =

Z H

0
(H � h)( � gh )(D dh) = � gD

Z H

0
(H � h)h dh

= � gD
�

1
2

H h2
�
�
�
H

0
�

h
3

�
�
�
H

0

�
=) � =

1
6

� gDH 3

Finalmente, para calcular el brazo~r n del torque neto, tenemos que

~� = ~r n � ~F =)
� = rnF?

1
6��� ��g � �D H �3 = rn

�
1
2 ��� ��g � �D � �H 2

�
=) rn =

H
3

:

8.6. Principio de Arquímedes

El hecho de que los objetos pueden �otar en un �uido es algo con lo que la gran mayoría de
nosotros estamos familiarizados aún cuando no sea de forma directa. La �otación en agua de los
barcos es conocido por la Humanidad desde hace milenios y sigue siendo usada como un medio
para el transporte y comercio, así como para la recreación y el deporte. Pero no sólo los objetos
pueden �otar en el agua, también lo pueden hacer en otros �uidos como el aire. Recordemos los
globos en alguna �esta infantil, como el que se muestra en la �gura adjunta, o los grandes globos
aerostáticos.

Pero también recordamos que no todo objeto puede �otar, bien sea en agua o menos aún en el
aire. Deben darse ciertas condiciones, relacionadas con las densidades del objeto y del �uido y que
se engloban en el concepto de �otabilidad.
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Para presentar el descubrimiento de las razones de este fenóme-
nos, vamos a viajar unos 2.200 años en el pasado, a la época de la
Antigua Grecia. Se trata de rememorar la anécdota más famosa de
Arquímedes de Siracusa (>Arqim dhc, ca. 287 a. C. - ca. 212 a. C.).
De acuerdo a los registros históricos, como narrado por Vitruvio, ar-
quitecto de la Antigua Roma, en su libro De Architectura, Hierón
II, gobernador de Siracusa (ciudad en la actual Sicilia, Italia) había
pedido a Arquímedes que veri�cara si la corona que le había fabrica-
do un orfebre era de oro puro o había usado una aleación de menor
valor.

El problema era que, al no tratarse de una �gura geométrica re-
gular, determinar el volumen de la corona para usar (3.4) no era algo
sencillo ni directo. Arquímedes se habría dado cuenta mientras toma-
ba un baño en una tina de cómo su cuerpo desplazaba el agua cuando
se sumergía en en la tina y esto fue lo que le dio la idea de cómo re-
solver la cuestión de determinar el volumen y comparar densidades.
El grito de eÕrhk(Eureka, lo he encontrado) de Arquímedes mientras
corría entusiasmado y desnudo por las calles de Siracusa completa la
anécdota.

Figura 8.9: Ejemplo
de Flotabilidad: Globo
lleno de Helio. Tomado
de StackExchange.

Figura 8.10: Arquímedes de Siracusa y la corona
de Hierón II.

Aunque no pareciera estar directamente re-
lacionada con el Principio que enunciaremos,
en 1586 Galileo Galilei, con solo 22 años, pu-
blicó un artículo en el que describía una forma
de comparar densidades con una balanza su-
mergida y propuso que podría ser el dispositivo
original del propio Arquímedes.

El llamado Principio de Arquímedes ,
que incluyó en su obraSobre los cuerpos �o-
tantes, puede enunciarse de la siguiente forma:

Un cuerpo total o parcialmen-
te sumergido en un �uido en reposo
experimenta un empuje vertical de
abajo hacia arriba igual al peso del
�uido desalojado.

Para su demostración, vamos a recurrir a laFigura 8.4 y la ecuación (8.8). Recordemos que
en ese caso tomamos un cierto volumenV dibujando una frontera imaginaria en el propio líquido.
Dado que éste se encuentra en equilibrio, las fuerzas que actúan sobre él deben anularse. A partir
de esta condición es posible de�nir lafuerza de empuje 3, Fe

Finf � Fsup � Mg = 0 =) Finf � Fsup = Mg =) Fe = � g V
�

(8.11)

3Dado que la dirección ya está de�nida al ser antiparalela a la gravedad, discutimos sólo su magnitud.
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Si en lugar del mismo líquido, el VolumenV es ocupado por una sustancia de densidad� 0

distinta, entonces ya las fuerzas en (8.8) no tiene por qué ser nulas, de manera que

Fe � Mg = M •y =) � g V � � 0g V = M •y =) (� � � 0) g V = M •y : (8.12)

Con esto se nos presentan tres situaciones:

� 0 > � : La diferencia de densidades en (8.12) es negativa, por lo que la sustancia se hunde.

� 0 = � : La diferencia de densidades en (8.12) es cero, por lo que la sustancia está en equilibrio.

� 0 < � : La diferencia de densidades en (8.12) es positiva, por lo que la sustancia se acelera
hacia la super�cie del líquido.

Una pregunta de interés es justamente hasta dónde llegará la sustancia al subir a super�cie.
Precisamente de la �otabilidad de barcos y balsas sabemos que parte del objeto queda sumergido.
Veamos esto con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8.5. Un bloque de un cierto material homogéneo de masaM y volumenV = abh �ota
parcialmente sumergido en un líquido de densidad� l conocida. Determine la fracción del bloque
que se encuentra hundida.

Resolución: La fuerza de empuje debida al volumen de líquido desplazado debe igualar al peso
del bloque, de manera que

Fe = � l Vl g

Vl = aby

� b =
M
abh

9
>>=

>>;
� l aby�g � M �g = 0 =) � l ��aby= � b ��abh =)

y
h

=
� b

� l

Justamente lo que usó Galileo en su artículo de 1586 de comparar densidades usando una ba-
lanza es el concepto de Peso Aparente, lo haya nombrado así o no. Un cuerpo totalmente sumergido
en un líquido de menor densidad va a sentir la fuerza de empuje (8.11), de manera que si medimos
su peso sumergido, obtendremos una lectura menor que la que tendremos del objeto fuera del
líquido. Esto lleva a de�nir el Peso Aparente , ~P0 como

~P0 = ~P � ~Fe : (8.13)

donde ~P = M ~g.
Vamos a analizar cómo la medida del peso aparente nos permite determinar la densidad de

objeto, algo que por cierto harán cuando vean el Laboratorio de Física I (FS-2181)4.

4El estudiante interesado puede consultar el capítulo correspondiente de la Guía haciendo click acá.
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Ejemplo 8.6. Encuentre la relación que permite determinar la densidad de un objeto a partir de
la medición el peso y el peso aparente en un líquido de densidad� l conocida.

Resolución: Vamos a escribir primero las relaciones básicas que necesitaremos. En primer
lugar, vamos a expresar el módulo del peso del objetoP en términos de su volumen y densidad:

P = Mg = � c Vc g : (8.14)

La magnitud del peso aparenteP0 viene dado por

P0 = P � Fe =) Fe = P � P0: (8.15)

Si usamos(8.11), y dado que el Volumen desplazado y el del objeto son el mismo, ya que dijimos
que éste se encuentra totalmente sumergido, entoncesFe = � l Vc g. Dado queVc es desconocido
(como en el problema original de Arquímedes), vamos a buscar simpli�carlo de las expresiones.
Para ello calculemos el cociente entre el peso(8.14) y la diferencia P � P0 (8.15):

P
P � P0

=
� c ��Vc �g
� l ��Vc �g

=)
P

P � P0
=

� c

� l
=) � c =

�
P

P � P0

�
� l (8.16)

Para �nalizar, vamos a vincular esto que hemos aprendido de Hidrostática con lo que trabajamos
anteriormente en Equilibrio Estático (Capítulo 6 ). Esto lo haremos resolviendo elProblema 43
(pág. 15) de [8].

Ejemplo 8.7. Barra sumergida parcialmente:
En un recipiente, que contiene un �uido de densidad

� y profundidad h, se ha colocado una barra delgada de
masaM , longitud L y área transversaA, sujeta en el fondo
de un recipiente por un pivote, la cual se encuentra semi
sumergida y en equilibrio en la forma que muestra la �gura.
Desprecie la contribución de la atmósfera. Con base en esto,
determine

(a.) La longitud l de la barra que está sumergida.

(b.) El ángulo � .

(c.) La fuerza de reacción~� del pivote sobre la barra.

�

h

~g

Figura 8.11: Barra sumergida par-
cialmente en un líquido de densi-
dad conocida.

Resolución: Seal la longitud de la barra que se encuentra sumergida. De la �gura adjunta, es
directo darse cuenta que

sen� =
h
l

:
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Vamos ahora a escribir nuestras ecuaciones de movimiento. Las únicas fuerzas involucradas con el
peso de la barraM ~g, la fuerza de empuje~Fe y la fuerza de reacción~� del anclaje sobre la barra.

M ~g + ~Fe + ~� = ~0 =) Fe � Mg � � ? = 0 ; � k = 0 :

Nos conviene escribir el volumenVb de la barra y su densidad� b como

Vb = AL ; � b =
M
AL

;

de manera que la magnitud de la fuerza de empuje(8.11) está dada por:

Fe = � g V 0
b ; donde V 0

b = Al :

Si tomamos el torque en el anclaje, entonces tenemos que

Fe
l

��2
� � �cos� � Mg

L
��2

� � �cos� = 0

Fel = MgL

� ��g � �A l 2 = � b� �A L ��g L

�l 2 = � bL2 =) l =
r

� b

�
L :

Para el ángulo� tenemos que

sen� =
h
l

=
h

q
� b
� L

=
h
L

r
�
� b

=) � = arc sen
�

h
L

r
�
� b

�
:

Finalmente, para la componente vertical de la fuerza de reacción~� tenemos que

� ? = Fe � Mg = �gAl � � bALg

= �gA
� r

� b

�
L

�
� � bALg = gAL

�
�

r
� b

�
� � b

�

= gAL(
p

�� b � � b) = gAL
p

� b (
p

� �
p

� b )

=) ~� = � gAL
p

� b (
p

� �
p

� b )|̂ :
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8.7. Problemas

A continuación se presentan una serie de problemas, varios de ellos basados en los planteados
por el Prof. Cayetano DiBartolo en [8].

Problema 8.1. La �gura adjunta muestra una
tubería de agua con un tapón cuya super�cie tiene
un área transversaA2. Un plomero empuja en el
extremo de áreaA1 = 1

� A2 con una fuerza~F1 para
aumentar la presión sobre el agua. Determine el
aumento en la magnitud de la fuerza neta sobre
el tapón como función de� y del ángulo� .

S1

S2

~F1�

Figura 8.12: Tubería.

Problema 8.2. Hemisferios de Magdeburgo: Otto von Guericke (1602-1686) fue un físico, ju-
rista e inventor alemán que realizó importantes estudios sobre la presión atmosférica, electrostática
y la física del vacío. Inventó una bomba de vacío en 1650 y en 1672 publicó su obraExperimenta
nova, ut vocatur Magdeburgica, de vacuo spatio, donde describe su célebre experimento de 1654
con las denominadasSemiesferas de Magdeburgo. En dicho experimento empleó dos cascarones
semiesféricos de 50 cm de diámetro cada uno, fabricados de cobre. Cada hemisferio contaba con
un gancho resistente en el que se enlazaron sogas a los arneses de un grupo de caballos.

Los cascarones se juntaron de manera tal que
completaran la esfera y, usando su bomba de va-
cío, disminuyó la presión interna hasta conseguir
un quasi vacío. Por lado se usaron ocho caballos
de tiro y, sin embargo, éstos no pudieron separar
los cascarones.

En la �gura se muestra un cascaron esférico
compuesto por dos semiesferas de radioR. De-
muestre que el módulo de la fuerza necesaria a
aplicar en cada gancho para poderlas separar está
dada por:

�
�~F

�
� = �R 2� P: (8.17)

R

Figura 8.13: Diagrama simpli�cado de los
Hemisferios de Magdeburgo.

Problema 8.3. Se necesita construir una plataforma �o� shore� (fuera de la costa) que estará
soportada por cuatro columnas cilíndricas, cada una de diámetroD, en una zona en la que el mar
tiene una profundidadH . Si la densidad del agua de mar en la zona es� , entonces determine la
magnitud de la fuerza neta de compresión que siente cada columna producto del agua.
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Problema 8.4. Se tiene un tubo en U en el que
se ha colocado un cierto líquido de densidad� 1.
Con las debidas precauciones, se agrega un cierto
volumen de líquidos de densidades� 2 y � 3 en cada
lado del tubo. Dado que los líquidos son inmisci-
bles, luego de un tiempo prudencial se obtiene la
con�guración mostrada en la �gura adjunta.

(a.) Expresando� 2 = �� 1 y � 3 = �� 1, determine
los intervalos de� y � .

(b.) Considerando conocidash2, h3 y d1, deter-
mine � 1 si son conocidas� 2 y � 3.

(c.) ¾Puede determinar� 2 y � 3 conociendo� 1

con este arreglo? Explique.

� 1

� 2

� 3

h1

d1

h2

d2h3

Figura 8.14: Tubo en U con tres líquidos in-
miscibles.

Problema 8.5. Pieza metálica con burbuja:
En una fundición se ha fabricado una pieza de

volumenV usando un cierto metal de densidad�
conocida. Por un error en el proceso de manu-
factura, la pieza tiene en su interior una burbuja
de aire cuyo volumenVb se desconoce. Se realizan
medidas de su peso y se consigue que en el aire és-
te tiene magnitud P, mientras que al hacerlo con
la pieza completamente sumergida en un líquido
de densidad� l , ésta esP0 = P=5.

Con base en lo anterior, determine:

(a.) El volumen Vb de la burbuja.

(b.) El nuevo peso aparente si la burbuja dentro
de la pieza se llena del líquido de densidad
� l .

Vb

Figura 8.15: Pieza metálica con burbuja de
volumen desconocido en su interior.

Problema 8.6. En un recipiente se ha colocado un �uido de densidad� tal que tiene una profun-
didad h, como el presentado en elEjemplo 8.7 . Considere que la barra de masaM , longitud L y
sección transversaA que está semi sumergida tiene distribución de masa no homogénea dada por
� b = � o

�
1 + � x

L

�
, dondex es la distancia desde el extremo inferior. Con base en esto, determine:

(a.) La longitud l de la barra que está sumergida.

(b.) El ángulo � .

(c.) La fuerza de reacción~� del pivote sobre la barra.
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Problema 8.7. Bloque �otando en la interfase de dos líquidos inmiscibles:

En un tanque cuadrado de volumenV se han
vertido cuidadosamente dos líquidos inmiscibles
de densidades� 1 y � 2 = �� 1 (� > 1). En un cier-
to instante se introduce un bloque rectangular de
volumenVb y densidad� = � � 1.

Con base en lo anterior, determine:

(a.) El intervalo de valores posibles para� .

(b.) La fracción del volumenVb que se encuentra
por debajo de la interfase como función de
la densidad� del bloque.

(c.) Considerando� = 2, determine el valor de
� para que la fracción calculada en la parte
anterior sea del 50 %.

� 1

� 2

�

Figura 8.16: Bloque �otando en la interfase
de dos líquidos inmiscibles.

Problema 8.8. Barra sumergida en dos líquidos inmiscibles:

En un recipiente se han colocado dos líquidos de densidades
� 1 y � 2 = � � 1 (� > 1), los cuales tienen profundidadesh1

y h2, respectivamente. Una barra homogénea de masaM ,
longitud L y área transversaA se coloca con uno de sus
extremos anclado al fondo por medio de un pivote, como se
muestra en la �gura. Con base en esto, determine:

(a.) La fracción de la barra que está por debajo de la in-
terfase.

(b.) El ángulo � .

(c.) La fuerza de reacción~� del pivote sobre la barra.

�

h1

h2

� 1

� 2

Figura 8.17: Barra sumergida en
dos líquidos inmiscibles, sujeta por
un anclaje al fondo del recipiente.

Problema 8.9. Barra anclada a la pared de
un recipiente:

En un recipiente se ha �jado por medio de un
anclaje a una de sus paredes verticales una barra
delgada de masaM , longitud L y área transversa
A. En el extremo suelto de la barra se ha �jado
una bola homogénea de radioR y densidad� . El
recipiente se llena con un líquido de densidad� l =
� � . Determine � tal que la barra se encuentre
paralela al fondo del recipiente.

Figura 8.18: Barra anclada en la pared de un
recipiente lleno de líquido.
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Problema 8.10. Repita el Problema 8.8 , considerando ahora que la barra no es homogénea,
sino que tiene una densidad dada por� b = � o

�
1 + � x

L

�
, dondex es la distancia desde el extremo

inferior.

Problema 8.11. Sea un recipiente con una barra anclada a una de sus paredes como en el
Problema 8.9 . Considere que la barra no es homogénea, sino que tiene una densidad dada por
� b = � o

�
1 + � x

L

�
, dondex es la distancia desde el extremo izquierdo. Con base en esto, estudie los

siguientes casos:

(a.) En ausencia de la bola en el extremo derecho, determine el valor de� para que la barra esté
horizontal (paralela a la base del recipiente).

(b.) En ausencia de la bola, ¾es posible lograr que la barra permanezca en esta posición si� � 0?
Explique.

(c.) Considere que en el extremo derecho se ha �jado una esfera vacía de masam = �M . En-
cuentre � como función de� para que se obtenga la con�guración de laFigura 8.18 .

(d.) ¾Cuál es el valor obtenido en la parte anterior para� si � = 0?
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Capítulo 9

Termodinámica y Teoría Cinética de los
Gases

Hasta los momentos, la descripción de sistemas de partículas que hemos estudiado se ha en-
focado en casos para los que ciertas condiciones nos permiten simpli�car el problema de manera
tal que basta con resolver unas pocas ecuaciones de movimiento. Al inicio del curso (Capítulo 2 )
vimos cómo podíamos reducir la descripción de la dinámica global de un sistema deN partículas a
la del centro de masa (2.6). Con este resultado podíamos justi�car la validez de la aproximación de
describir éstos como una partícula puntual, siempre y cuando no estábamos interesados en analizar
su dinámica interna. Luego de esto, al estudiar objetos extendidos y sistemas con distribución de
masa continua, algo que en sí mismo indicamos que era una simpli�cación, impusimos la condición
(3.1) para poder estudiar Cuerpos Rígidos (Capítulo 3 ) y simpli�car la descripción de la dinámica
interna a sólo 3 grados de libertad, con el movimiento respecto del centro de masa. En elCapítulo
8 acabamos de iniciar el estudio de �uidos, al relajar la condición de rigidez. En un principio nos
limitamos a estudiar la dinámica de �uidos incompresibles (líquidos) en equilibrio estático. En este
contexto, vimos que introducir la Presión (8.3) nos permite estudiar y describir una observación
macroscópica sin tener que pensar ni analizar su origen colectivo y microscópico.

En este capítulo vamos a dar un paso más y levantar la restricción de incompresibilidad de los
�uidos a estudiar, con ello pasando a estudiar gases. Para la descripción de este tipo de sistemas,
compuesto por muchos muchos átomos o moléculas1, tan sólo escribir sus ecuaciones de movimiento
representa una tarea titánica que a �n de cuentas ni siquiera termina siendo realmente necesaria.
La descripción teórica de este tipo de sistemas hace uso de herramientas estadísticas que permiten
analizar el comportamiento colectivo y constituyen lo que se denomina la Mecánica Estadística.

Sin embargo, el estudio de estos sistemas no siempre partió de usar herramientas so�sticadas.
En el capítulo anterior, en lasección 8.6 , introdujimos el Principio de Arquímedes, establecido
hace más de 2.000 años, cuando estas herramientas aún no habían sido desarrolladas. Fue a partir
de observaciones macroscópicas y empíricas como se pudo establecer ese principio, como Pascal
consiguió su resultado (sección 8.4) o también como Kepler consiguió sus tres leyes para el
movimiento de los planetas (sección 7.2.2 ). Como ya veremos, la termodinámica nace como una

1Pensemos que en apenas� 12g de gra�to hay la enorme cantidad de 6,022� 1023 átomos de carbono, cada uno
de los cuales a su vez está compuesto de 6 protones, 6 electrones y 6, 7 o hasta 8 neutrones.
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ciencia netamente empírica, formulada con base en algunas leyes muy simples pero que permiten
estudiar y describir una serie de sistemas muy variados y disímiles entre sí2. No es sino en la segunda
mitad del siglo XIX que se inicia el estudio de las razones microscópicas del comportamiento
observado, con lo que surge la Teoría Cinética de los Gases, y que �nalmente lleva al desarrollo de
la Mecánica Estadística, una rama importantísima de la Física.

� Para entender una ciencia es necesario conocer su historia� 3. Es por esto que es nuestra
intención seguir en este capítulo un enfoque historicista, es decir, enunciar algunos conceptos y
derivar algunas leyes siguiendo el orden cronológico en el que se desarrollaron. Adicionalmente hay
que destacar que el desarrollo cronológico que tuvo la termodinámica estuvo estrechamente ligada
a los albores de la Revolución Industrial en el siglo XVIII. Se trata del periodo histórico en el que
la humanidad vivió el mayor conjunto de transformaciones económicas, tecnológicas y sociales de
nuestra historia desde el Neolítico4.

Iniciamos con una breve introducción sobre los alcances de la termodinámica y presentamos
algunas de�niciones básicas que estaremos usando durante el resto del texto. Aunque en muchos
casos parecen conceptos muy básicos y hasta cotidianos, es importante que nos tomemos el tra-
bajo de sentar estas bases de manera precisa. En la sección 9.2 introducimos la temperatura y el
equilibrio térmico, a veces llamada laLey Cero de la Termodinámica, para seguidamente iniciar el
estudio de la calorimetría, calores especí�cos, transferencia de calor, etc. Antes de presentar la I
y II Ley de la Termodinámica presentaremos a losgases ideales, que es el modelo básico de gases
que vamos a estudiar. Finalmente, en la sección 9.7 presentaremos un breve esbozo de laTeoría
Cinética de los Gasesa partir de la cual derivaremos los principales resultados de los gases ideales
presentados anteriormente siguiendo la perspectiva histórica.

Para el estudiante interesado en profundizar en los temas presentados en este capítulo, podemos
recomendarle algunos textos que, aunque más avanzados y completos de lo que es el alcance de
este curso, pueden resultar importantes para complementar el estudio. Tal es el caso del libro
Fisicoquímica, de Ira N. Levine [3], que ha sido el libro texto de la cadena de las Fisicoquímica
(QM-2511, QM-2512 y QM-2513) de nuestra Universidad. También están los libros dedicados a
la Termodinámica y Física Estadística de Walter Greiner [13], Richard P. Feynman [14], Lev. D.
Landau [15] y Wolfgang Pauli [16].

9.1. De�niciones preliminares

La palabra Termodinámica tiene como origen etimológico las palabras griegasjermo (ther-
mos), que signi�ca calor o temperatura, ydunamikìc(dynamikós), dinámica, que a su vez proviene
de dunamic(dynamis), que quiere decir fuerza. De esta manera, se trata del estudio del calor, el
trabajo, la energía y los cambios que provocan en los estados (macroscópicos) de la materia. Como

2Siempre y cuando éstos se encuentren en equilibrio (térmico).
3August Comte (1789-1857) en suCurso de Filosofía Positiva
4Neolítico es uno de los períodos en los que se divide la Edad de Piedra. Se le suele denominar también Edad

de Piedra Pulida y se caracterizó por el uso de herramientas de piedra pulida, en lugar de golpeada, y en razón del
conocimiento y uso de la agricultura o del pastoreo, que normalmente (aunque no necesariamente) va acompañado
del trabajo de alfarería.
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ciencia, es una teoría puramente fenomenológica, desarrollada a partir del análisis y razonamien-
tos deductivos de datos experimentales, que sólo describe dicho comportamiento sin ocuparse de
presentar modelos acerca del origen microscópicos de los fenómenos observados5.

En un sentido amplio podemos decir que laTermodinámica estudia las relaciones entre las
propiedades macroscópicas de un sistema en equilibrio. Su objetivo es de�nir cantidades físicas
apropiadas para caracterizar de la manera más precisa posible las propiedades macroscópicas de
la materia, así como relacionar estas cantidades por medio de ecuaciones cuya validez sea lo más
universal posible. Como vamos a ver, sus conceptos son muy generales y en gran medida indepen-
dientes del modelo físico particular bajo estudio.

Si bien vamos a lidiar con términos y conceptos conocidos, vamos a proceder como hemos hecho
hasta los momentos, tanto en este curso como en anteriores, y empezar con algunas de�niciones
rigurosas. EnFísica 1 vimos la importancia de de�nir correctamente términos como Velocidad o
Peso, que en el lenguaje cotidiano solemos usar de manera informal para referirnos erróneamente
a rapidez o masa, respectivamente. Acá pasa algo muy parecido con términos como calor y por eso
la necesidad de `empezar por el principio' y que veamos bien a qué nos referimos cuando hablemos
de sistemas termodinámicos, variables o funciones de estado, etc.

9.1.1. Sistemas Termodinámicos

Empecemos por de�nir lo más básico que estaremos usando para nuestro tratamiento termo-
dinámico: un Sistema . Análogo a como lo de�nimos al inicio del curso, un sistema es el conjunto
de materia que nos interesa estudiar y que podemos distinguir del resto, al cual denominaremos
entorno . El sistema que nos interesa está separado del entorno por algún tipo de con�namiento,
como las paredes de un recipiente. Adicionalmente, lo podemos describir de manera unívoca y
completa al especi�car unos pocos parámetros macroscópicos.

Lossistemas termodinámicos pueden ser clasi�cados según las interacciones que se permitan
o no con el entorno y podemos de�nir los siguientes tipos:

I. Sistemas Aislados : Aquellos que no interactúan con sus alrededores de manera alguna, de
manera que no hay intercambio de materia o energía con el entorno.

II. Sistemas Cerrados : Al igual que en los sistemas aislados, no hay intercambio de materia
con el entorno, pero se relaja la condición de intercambio de energía, bien sea bajo la forma
de calor, trabajo mecánico, etc.

III. Sistemas Abiertos : Se relajan ambas condiciones de intercambio de materia y energía, por
lo que puede haber intercambio de ambas con el entorno.

Los sistemas aisladosson una idealización, ya que no podemos eliminar del todo el intercambio
de energía con el entorno. Sin embargo, sí podemos minimizarlo usando contenedores que aproximen
estas condiciones, como sucede con los recipientes de vacío o recipientes Dewar6.

5Esta tarea, de hecho, se inicia justamente con laTeoría Cinética de los Gasesy se completa con el desarrollo
de la Mecánica Estadística.

6Reciben su nombre por el físico escocés James Dewar (1842-1923) quien los inventó hacia 1892.
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También es importante la clasi�cación de lasparedes del recipiente que contiene al sistema
bajo estudio, lo que podemos hacer según su movilidad, su capacidad o no para intercambiar
energía o materia con el entorno7:

a. Movilidad : Si las paredes de un recipiente no pueden ser movidas o deformadas se habla
que sonrígidas, mientras que en el resto de los casos se habla deparedes móviles.

b. Intercambio de Energía : Paredes que no permiten el intercambio de calor con el entorno
se denominanparedes adiabáticas. Una pared no adiabáticapude denominarsetérmicamente
conductora.

c. Intercambio de Materia : Una pared que permite el intercambio de materia con el entorno
se denominapermeable, mientras que las que no,impermeables. La permeabilidad de una
pared puede ser sólo parcial y permitir el intercambio de unas sustancias sí pero no de otras.
El intercambio también puede tener una dirección preferencial, tal que sea sólo hacia o desde
el entorno.

Las paredes de un sistema aislado necesariamente serán adiabáticas, mientras que las que
contengan a un sistema abierto deberán ser no adiabáticas y permeables.

Como recordarán, cuando discutimos sistemas continuos de materia en elCapítulo 3 hablamos
de cuerpos con distribución de masa homogénea y los distinguimos de aquellos cuya densidad era
una función de la posición. Por ello, los sistemas también pueden clasi�carse según su homogenei-
dad. Si miramos una parte (subconjunto) cualquiera del sistema y sus características intensivas8

no di�eren de las del sistema total, entonces se habla que éste eshomogéneo , mientras que si
hay subconjuntos en los que sí haya distinción, entonces se trata desistemas heterogéneos . Los
subconjuntos que en sí mismos sonsistemas homogéneos se denominanfases del sistema y las
super�cies que las separan,interfases .

Un ejemplo típico de un sistema heterogéneo lo constituye un contenedor con agua líquida y
hielo en equilibrio a 0� C. El hielo constituye la fase sólida mientras que el agua, la líquida. Un
sistema como éste, formado por dos fases, se denominasistema bifásico . Otro ejemplo de un
sistema bifásico es uno que contenga agua líquida y vapor de agua en equilibrio a 100� C. En este
caso tendremos la fase líquida compuesta por agua al fondo del recipiente mientras que en la fase
gaseosa tendremos una mezcla homogénea de vapor de agua y aire, que es a su vez una mezcla de
gases, principalmente oxígeno (O2) y nitrógeno (N2).

9.1.2. Variables de Estado

Para caracterizar de la manera más unívoca posible a un sistema macroscópico en equilibrio,
requerimos de unas ciertas �etiquetas�, cantidades físicas fácilmente distinguibles macroscópica-
mente. Éstas son justamente lasvariables de estado , a veces denominadasfunciones de estado.
Entre este tipo de cantidades tenemos el VolumenV, PresiónP, Temperatura T, masam, número

7Algunos aspectos de esta clasi�cación nos quedarán más claros cuando presentemos los conceptos de temperatura
(sección 9.2 ) ni de calor (sección 9.3 ).

8Aquellas que no dependen de la cantidad de materia, como la densidad.
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de partículasN , número de moles9 n, Energía internaE (a veces denotada en el contexto de la
Termodinámica comoU ).

Las variables de estado de un sistema dado pueden clasi�carse según su dependencia o no de
la cantidad de materia del mismo:

I. Variables Extensivas : Dependen de la cantidad de materia presente en el sistema, como
Masa, cantidad de moles o de partículas, energía total del sistema, entre otras.

II. Variables Intensivas : No dependen de la cantidad de materia, como la temperatura y la
densidad. Se pueden de�nir variables intensivas a partir de las extensivas, como la densidad
de energía, volumen molar, etc.

Desde un principio dijimos que la termodinámica es una ciencia empírica que busca la des-
cripción de cambios de orden macroscópico. Por ello es que hay que recordar que las variables de
estado están referidas a cantidades macroscópicas. Cantidades microscópicas como el momentum
lineal de las partículas que constituyen nuestro sistema no cali�can como variables de estado.

Dado que que con las variables de estado queremos justamente etiquetar el estado del sistema,
entonces si tenemos dos sistemas termodinámicosA y B cuyas variables de estado son tales que
PA = PB , TA = TB y nA = nB , por ejemplo, entonces se dice que ambos sistemas están en el mismo
estado termodinámico . Esto destaca el hecho de que las variables de estado no dependen de la
forma en que el sistema llegó a dicho estado y que por tanto no tienen �memoria�.

9.1.3. Ecuaciones de Estado

Ya hemos mencionado que para etiquetar completamente un estado macroscópico en equilibrio
bastan unas pocas variables de estado. Si hay otras variables de estado relevantes al sistema, pero
que no aportan información nueva sobre el estado, entonces deben asumir valores que dependen
de las primeras. Las ecuaciones que relacionan de esta manera a las variables de un sistema se
denominanecuaciones de estado. Éstas, generalmente relacionada con gases, aunque no exclusi-
vamente, se derivan en su mayoría de forma empírica, aún cuando el origen de algunas puedan
ser explicadas usando mecánica estadística, como veremos en lasección 9.7 para el llamado Gas
Ideal. De hecho, una de las más simples para este �n es justamente la denominadaEcuación del
Gas Ideal, que estudiaremos en detalles en la sección 9.4:

PV = nRT = NkB T ; (9.1)

donde P es la presión,V el volumen, T la temperatura, n el número de moles,R la constante
universal de los gases,N el número de partículas (o unidades elementales) ykB la constante de
Boltzmann. Esta ecuación sirve para describir de manera aproximada el comportamiento de gases
a bajas presiones y baja densidad, así como a temperaturas mayores a la temperatura crítica10.

9Un mol, denotado simplemente comomol, es una unidad del SIU, tal que equivale a6; 022� 1023 (llamado
Número de Avogadro,NA ) entidades elementales (i.e. átomos, moléculas, etc.) de la sustancia en cuestión.

10La temperatura crítica es la temperatura límite por encima de la cual un gas miscible no puede ser licuado
por compresión, por lo que representa un máximo a partir de la cual no es posible condensar un gas aumentando
la presión.
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Aunque tiene un amplio rango de validez, ésta no describe adecuadamente gases a altas presiones
y bajas temperaturas, además de que no es capaz de predecir la condensación de gas (licuefacción).
Se han conseguido otras ecuaciones de estado para gases con un intervalo de validez más amplio,
incluso algunas que incluso sirven también para líquidos. Laecuación de van der Waals :

�
P + a

� n
V

� 2
�

(V � nb) = nRT ; (9.2)

donde a está relacionada con la atracción entre las partículas yb es el volumen disponible de
un mol de partículas, es un ejemplo de una ecuación de estado para gases que incluye algunas
modi�caciones a (9.1) para incluir una descripción más realista. Los parámetrosa y b, llamados
parámetros de van der Waals, son medidos empíricamente y están tabulados para varias sustancias.

9.2. Equilibrio Térmico

La temperatura como cantidad física no ha aparecido hasta los momentos en nuestras dis-
cusiones de mecánica, ni siquiera de sistemas de partículas. De hecho, tampoco surgirá en los
próximos cursos de física básica en los que empezarán a estudiar electromagnetismo. Pero no se
trata de un concepto que nos sea extraño. Por el contrario, hablamos de temperatura y calor en
nuestra experiencia cotidiana, lo que pareciera hacer innecesaria su de�nición. Pero recordemos
que la cotidianidad de un concepto a veces conlleva a una relajación del mismo y esto nos pudiera
generar confusiones que, por supuesto, es algo que debemos evitar.

El concepto de temperatura, tan fundamental en termodinámica, está estrechamente ligado
al de equilibrio térmico . Recordemos que al inicio indicamos que la termodinámica la estamos
de�niendo sólo en equilibrio11.

9.2.1. Temperatura y Equilibrio Térmico

El concepto detemperatura no ha aparecido antes cuando hemos descrito un sistema físico.
Esto no quita el hecho de que ciertamente tenemos una experiencia cotidiana con ella, así como
tenemos del tiempo y de cómo lo medimos. De hecho, cuando empezamos a estudiar la Mecánica
Newtoniana en el curso deFísica 1 (FS-1111), al hablar de tiempo, nunca nos preocupamos
acerca de su origen, signi�cado, etc. El tiempo es simplemente un parámetro que medimos con un
cronómetro. Nada más y nada menos. De la misma manera podemos pensar en la temperatura en
termodinámica: es un �parámetro� (una variable de estado) que vamos a medir con un instrumento
llamado termómetro. Más adelante, en la sección 9.7 veremos que la temperatura está relacionada
con cantidades microscópicas, como la energía interna de un sistema o la velocidad cuadrática
media, pero por los momentos nos basta una de�nición �axiomática�.

11Existe la termodinámica del no equilibrio, pero ello escapa del alcance de este curso.

156



FS-1112: Física II 9.2. EQUILIBRIO TÉRMICO

Pensemos en dos sistemas A y B que se encuentran ca-
da uno separados, aislados y en su estado termodinámico
respectivo a los cuales hemos etiquetado apropiadamente
con mediante variables de estado. En un momento dado,
permitimos que los dos sistemas entren en contacto y los
dejamos evolucionar libremente. Pasado un tiempo su�cien-
te, podemos observar que al menos una de esas etiquetas
que de�nen los estados de A y B es igual: ésta es la Tem-
peratura, que vamos a etiquetar con la letraT.

A

B C

Figura 9.1: Sistemas en Equi-
librio Térmico: Temperatura

Más aún, la temperatura cumple una ley de transitividad12. Pensemos ahora en tres sistemas
A, B y C, como se muestra en laFigura 9.1 . Estos tres sistemas los hemos dispuesto de manera
tal que el sistema A está en contacto tanto con B como con C, pero el sistema B no lo está con C.
El hecho de que la temperatura cumpla una ley de transitividad quiere decir que si A se encuentra
en equilibrio térmico con B y con C, con quienes está en contacto directo, entonces B también está
en equilibrio térmico con C y comparten la misma temperatura, aún cuando entre B y C estén
separados.

9.2.2. Termómetros

El instrumento para medir temperaturas se denomina termómetro. Además de la raíz etimoló-
gica jermìc (thermos), incluye mètron(metron), que signi�ca medida. El creador del termoscopio,
un predecesor del termómetro, fue nuestro amigo Galileo Galilei, hacia 1592. Ese primer instru-
mento consistió en un tubo de vidrio que termina en un bulbo cerrado. El extremo abierto se
sumergía boca abajo en una mezcla de alcohol y agua, mientras que el bulbo quedaba en la parte
superior. Al calentar el líquido, éste subía por el tubo. En un primer momento el termoscopio no
tenía asociada una escala numérica y no es sino hasta 1611-1613 que Santorre Santorio (1561-1636)
implementa su uso en la medicina, con lo que nace el termómetro.

Los primeros termómetros se basan en el principio de dilatación térmica, que estudiaremos en
la sección 9.3.1 , mientras que los termómetros más modernos se basan en fenómenos físicos que
escapan el alcance de este curso. Por ello nos centramos en tres tipos de termómetros presentados
en la Figura 9.2 . El primero de ellos fue inventado en 1714 por Daniel Gabriel Fahrenheit (1686 -
1736), quien creó el termómetro de columna de mercurio (9.2 (a) ). El siguiente que presentamos
es considerado uno de los tipos de termómetros más precisos basado en la expansión térmica, como
lo son los termómetros de gas (9.2 (b) ) y cuyo funcionamiento se basa en laLey de Charles, que
establece la relación directa entre Volumen y Temperatura de un gas y que estudiaremos en la la
sección 9.4.2 . Por último, tenemos el termómetro de lámina bimetálica (9.2 (c) ), el cual usa dos
láminas delgadas de metales cuyos coe�cientes de dilatación térmica son muy distintos, los cuales
son arrollados dejando metal de coe�ciente más alto en el interior.

12La transitividad no es tan obvia como pudiera parecer ni tiene por qué cumplirse en todo momento. Pensemos
el siguiente ejemplo. Usted conoce a una vecina, Alicia, y ella, evidentemente, conoce a sus hermanos. Sin embargo,
puede ocurrir que usted no conozca a ninguno de los hermanos de Alicia. De esta manera, la relación `fulano' conoce
a `mengano' ½no es transitiva!

157



H. Albrecht Q. FS-1112: Física II

(a) (b)

Gas
Diluido

Hg

(c)

Lámina
bimetálica

Figura 9.2: Termómetros: (a) de columna de Mercurio (Hg), (b) de Bulbo de Gas, (c) de lámina
bimetálica.

9.2.3. Escalas de Temperatura

Existen varias escalas de temperatura, las más usuales son

I. Grados Celsius : Esta es la escala a la que estamos acostumbrados, denominada hasta 1948
centígrada. Fue desarrollada por Anders Celsius (1701-1744), tomando como referencia los
puntos de congelación (0� C) y de evaporación (100� C) del agua a la presión de 1 atm.

II. Grados Fahrenheit : Propuesta por Daniel Gabriel Fahrenheit en 1724 siguiendo un pro-
cedimiento parecido al de Celsius, es usada hoy día sólo en los EEUU. En esta escala, las
temperaturas de congelación y ebullición del agua a 1 atm son 32� F y 212 � F respectivamente.

III. Kelvin : Denominada escala absoluta o termodinámica, fue propuesta en 1848 por William
Thomson (Lord Kelvin), con base en la escala de los grados Celsius, estableciendo el punto
cero en el punto en el que todos los gases convergen cuando se extrapolan sus rectas en grados
Celsius (-273,15� C), denominado cero absoluto.

La conversión entre las escalas CelsiusTC y Farenheit TF es lineal, es decir, tiene la forma

TF = m TC + n ; (9.3)

dondeTc y Tf son las temperaturas en las escalas correspondientes. Los datos que mencionamos
de los puntos de congelación y ebullición del agua en ambas escalas son su�cientes para demostrar
que la pendiente e intercepto de esta fórmula sonm = 9

5 y n = 32.
La conversión de temperaturas en KelvinTK a grados CelsiusTC también es lineal como en

(9.3), pero con pendientem = 1, al haber usado Thomson la escala Celsius como referencia:

TK = TC + 273; 15: (9.4)
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Existen otras escalas de Temperatura, casi todas en completo desuso, como los grados Rømer,
Leiden, Newton (� N) y Réamur (� Re). Esta última aún se emplea en algunos procesos industriales,
principalmente de almíbares y caramelos. Análoga a la escala Kelvin, hay una escala absoluta
propuesta a partir de la escala Fahrenheit, denominada Rankine (R o Ra), en la que el cero
absoluto se ubica en -459,67� F, pero está completamente en desuso.

Como comentario �nal, queremos destacar que para todos los cálculos termodinámicos usaremos
la escala Kelvin, al tratarse de una escala absoluta. Sólo en los casos en los que se trate de diferencias
de temperatura� T es que podremos usar la escala de grados Celsius, ya que el resultado enTK

y TC es el mismo.

9.3. Calorimetría: Fenomenología del Calor

En esta sección nos vamos a centrar en estudiar dos tipos de cambios observados, vinculados
a variaciones de temperatura. Empezamos por discutir brevemente la Dilatación Térmica, que ya
mencionamos en lasección 9.2.2 , para luego discutir la diferencia de respuesta en términos de
temperatura observada en algunos materiales, lo cual nos llevará a introducir el concepto de calor.

9.3.1. Dilatación Térmica

El hecho que los materiales puedan contraerse o expandirse por efecto de los cambios de tempe-
ratura no nos resulta ajeno y no solamente porque lo acabamos de mencionar cuando presentamos
los tipos de termómetros. Cuando alguna pieza mecánica está atascada, hemos calentado una de
ellas para lograr desatascarlos. Un frasco de mermelada que nos cueste abrir y colocamos la tapa
metálica en agua caliente y poco después podemos abrirlo con mayor facilidad. Así como estos,
podríamos dar muchos más ejemplos cotidianos.

Como hemos insistido desde el inicio de este capítulo, nuestro interés es encontrar relaciones
simples que nos permitan relacionar cambios observados, como en este caso con las dimensiones
de un objeto, y la Temperatura. La Dilatación Térmica no es, por supuesto, la excepción.

La manera más sencilla de relacionar un cambio de longitud� L o de volumen� V con un
cambio temperatura es plantear que sean directamente proporcionales y luego encontrar empí-
ricamente esas constantes de proporcionalidad. De esa manera, podemos plantear las siguientes
relaciones:

Expansión Lineal: � L = � L o � T ;

Expansión Volumétrica: � V = � V o � T ;
(9.5)

donde� es el coe�ciente dilatación térmica lineal,� el volumétrico y Lo y Vo son la longitud y vo-
lumen a la temperatura inicial, respectivamente. Puede demostrarse que el coe�ciente volumétrico
� es directamente proporcional a� :

� = 3 � : (9.6)
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En la Tabla 9.1 se presentan los coe�cientes de dila-
tación lineal de varias sustancias.

A modo de ejemplo, vamos a analizar brevemente un
caso en el que tomar en cuenta la dilatación térmica es
importante.

Ejemplo 9.1. Juntas de Dilatación: Todos habremos
notado que en las vías, particularmente en elevados o puen-
tes, hay lo que se denominan juntas de dilatación. En ge-
neral nos damos cuenta porque, bien sea por falta de man-
tenimiento o por mala instalación, se sienten como un ba-
che. Esto lo habremos notado si estamos yendo camino a
la USB. Si subimos por Tazón, pasando la Rinconada sen-
timos estas juntas, mientras que si lo hacemos por Baru-
ta, subiendo por la Autopista Prados del Este, antes de los
túneles, sentimos igualmente estos `baches'. ¾Para qué se
instalan?

Para responder a esto, vamos a calcular el porcentaje
de expansión lineal de una estructura de Hormigón para
la ciudad de Caracas. Los extremos de temperatura de la
capital suelen no ser mayores a15� C, ya que la temperatura
de nuestra ciudad suele ubicarse entre17 y 29� C, aunque
en ocasiones la mínima puede llegar a15� C mientras que
la máxima puede llegar a31� C. De esta manera vamos a
tomar un � T = 15� C.

Tabla 9.1: Coe�cientes de Di-
latación Térmica

Sustancia � (� 10� 6 � C� 1)
Sílice 2.56
Pyrex 3.2
Vidrio 7 - 9
Gra�to 8

Hormigón 8 - 12
Acero 12
Cobre 17
Latón 18

Aluminio 23
Plomo 30
Hielo 51
PVC 52
Roble 54
Etanol 250

Gasolina 317

Para que sea un� L porcentual, tomamosLo = 100. De esta manera, usando(9.6), vemos que

� L = � L o � T =
�
1; 2 � 10� 5 � C� 1

�
(100)(15� C) =) � L � 0; 018 %:

El resultado obtenido en elEjemplo 9.1 pudiera no parecer mucho, pero estamos hablando
de que por cada kilómetro ese cambio de temperatura implica una variación de casi 20 cm. Esas
variaciones, aunque parezcan pocas, pueden terminar implicando grandes esfuerzos que pongan
en peligro la integridad de la estructura. En ciudades europeas, como Madrid, Paris o Berlín, con
variaciones de temperatura� T del orden de 30� C, es necesario ubicar las juntas de dilatación
más cerca, pues el� L es de casi 40 cm por kilómetro. En ciudades de Rusia, como Moscú o San
Petersburgo, o de EEUU, como Chicago, en las que� T es más bien del orden de 45� C, � L es de
54 cm por kilómetro.

9.3.2. Calor, Temperatura y Capacidad Calórica

Además de la dilatación térmica, los materiales exhiben otras características térmicas y fenó-
menos relacionados con la temperatura. Uno de interés particular, es la capacidad distinta que
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exhiben las sustancias para cambiar su temperatura. Si bien sabemos que dos sistemas en con-
tactos van a alcanzar el equilibrio térmico, esta temperatura no es simplemente un promedio de
las temperaturas iniciales de ambos sistemas. Uno pudiera pensar que ese cambio dependerá sólo
de la cantidad de materia involucrada, pero resulta que la naturaleza misma de las sustancias en
cuestión juega un papel importante en todo esto.

Por otro lado, está la pregunta de qué es lo que se intercambia o `�uye' entre los sistemas que
los lleva al equilibrio térmico. Hoy en día sabemos que dicho equilibrio se alcanza es mediante un
intercambio de energía térmica, pero antes de que se pudiera establecer la equivalencia entre calor y
energía mecánica a mediados del siglo XIX, pero por varias décadas e incluso hasta �nales del siglo
XIX, la teoría imperante era la denominada �Teoría Calórica�, propuesta por Antoine-Laurent de
Lavoisier (1743 - 1794) en 1783 en su trabajoRé�exions sur le phlogistique(Re�exiones sobre el
�ogisto), en la que planteó la existencia de un `�uido sutil', al que llamó calórico, que sería la
sustancia del calor y que �uiría desde los cuerpos cálidos a los más fríos. No en balde una de las
unidades de energía térmica, que seguimos llamando Calor y denotadoQ, aún en uso hoy en día
es la `caloría'.

9.3.2.1. Unidades de Calor

El calor tiene dimensiones de energía, por lo que la unidad en el SIU en el sistema MKS es el
Joule13, denotado J, mientras que en cgs es el ergio, denotado erg. Como ya dijimos, una unidad
en uso todavía en la actualidad es la caloría, la cual se de�ne como la cantidad de energía térmica
necesaria para llevar 1 g de agua de 14,5� C a 15,5� C y cuya equivalencia en Joule está dada por

1cal = 4; 1840J: (9.7)

Otra unidad con la que nos podemos topar y que de hecho hemos oído nombrar cuando se dan
especi�caciones de aires acondicionados, es el BTU, acrónimo deBritish Thermal Unit (Unidad
Térmica Británica). Su equivalencia con la caloría está dada por:

1 BTU = 252cal : (9.8)

Por último, vale mencionar de pasada otra unidad que surge naturalmente en cálculos de
relacionados con gases, especialmente gases ideales, y que son las atm L, que están relacionados
con los Joule por

1J = 9; 87� 10� 3atm � L (9.9)

9.3.2.2. Capacidad Calórica y Calor Especí�co

Al igual que como planteamos con la Dilatación Térmica, queremos encontrar una relación de
proporcionalidad directa y lineal entre el cambio de calor, al que denotaremos� Q, y el cambio de
temperatura:

Q / � T =) Q = C � T ; (9.10)

13En algunas referencias, al Joule se le denomina en castellano Julio, pero dado que su nombre es debido al físico
inglés James Prescott Joule (1818-1878), preferimos el uso de Joule.

161



H. Albrecht Q. FS-1112: Física II

donde la constante de proporcionalidadC se denominaCapacidad Calórica y se re�ere justa-
mente a la capacidad de una sustancia de variar su temperatura a igual intercambio de energía
térmica. Para los sólidos y líquidos este parámetro es constante (salvo en los cambios de fase, pero
ya hablaremos de ello), mientras que para los gases la situación puede ser bastante distinta.

Dado que la capacidad calóricaC es una cantidad extensiva, es decir, depende de la cantidad de
masa además de la sustancia, resulta en general poco práctica de manejar, por lo que es preferible
introducir su equivalente intensivo, que es el denominadoCalor Especí�co , y se suele denotar por
la letra c minúscula. Esta cantidad depende de las condiciones en las que sea medida, es decir, si
es a Presión o a Volumen constante. Para sólidos y líquidos, el calor especí�co sólo se puede medir
a presión constante, pero para los gases hay un calor especí�co a volumen constante, denotado por
cv, y otro a presión constante, denotado porcp.

El calor especí�co puede encontrarse con varias unidades, como se muestra en laTabla 9.2 .
De las unidades ahí presentadas, una que vale la pena mencionar aparte es cuando como unidad
de materia se utiliza el mol. Esta unidad indicamos al principio que es

1mol � 6; 022� 1023 unidades elementales. (9.11)

Las unidades elementales a las que se re�ere esta de�nición anterior pueden ser átomos, moléculas,
entre otros. De esta manera, es evidente que el calor molar se suele tabular preferentemente para
sustancias puras.

En términos del calor especí�co, la ecuación (9.10) se puede reescribir como

Q = m c� T = n cm � T ; (9.12)

dondem es la masa, generalmente en gramos, yn es el número de moles.

Tabla 9.2: Calores Especí�cos y molares de algunas sustancias

Sustancia cp

�
� 10� 2 cal

g � K

�
cp

�
J

kg � K

�
cm

�
J

mol � K

�

Plomo 3,05 128 26,5
Plata 3,21 134 24,8
Cobre 9,23 386 24.5

Diamante 12,17 509,1 6,115
Aluminio 21,5 900 24,4

Latón 9,2 380 �
Granito 19 790 �
Vidrio 20 840 �

Hormigón 21 880 �
Asfalto 22 920 �
Hielo 0,53 2.220 36,5

Mercurio 3,3 140 28.3
Gasolina 53,11 2.222 228
Etanol 58 2.430 111

Amoníaco 112.3 4.700 80,1
Agua 1,00 4.187 75,4
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Veamos ahora un ejemplo sencillo que involucra muchos de los conceptos que hemos introducido
hasta el momento.

Ejemplo 9.2. Se tiene un disco de cobre de75g, el cual se calienta previamente en el horno del
laboratorio hastaT = 312� C. En un recipiente de paredes adiabáticas se ha colocado con anterio-
ridad un vaso de precipitado (beaker) que contiene220gde agua a12� C. El disco se introduce en
el agua y se deja evolucionar aisladamente. Si la capacidad calórica del vaso es de45cal� K � 1,
determine la temperatura de equilibrio.

Resolución: Dado que el sistema se deja evolucionar de forma aislada, la suma de los calores
de cada una de las sustancias involucradas debe ser igual a cero:

Qa = maca� Ta

Qv = Cv � Ta

Qd = mdcd� Td

9
>=

>;
Qa + Qv + Qd = 0 ;

donde los subíndices se re�eren a agua, vaso de precipitado y disco de cobre. Para cada uno de
estos calores vamos a usar la expresión(9.10) y (9.12), respectivamente. La temperatura inicial
del agua y del vaso de precipitado esTa = 12� C, mientras que la del disco de cobre esTd = 312� C.
La temperatura de equilibrio la hemos denotado porTf .

Dado que
� Ta = Tf � Ta ; � Td = Tf � Td ;

entonces podemos escribir la suma de calores como

maca(Tf � Ta) + Cv(Tf � Ta) + mdcd(Tf � Td) = 0

(maca + Cv)(Tf � Ta) + mdcd(Tf � Td) = 0 :

Si agrupamos respecto aTf , entonces tenemos que

(maca + Cv + mdcd)Tf = ( maca + Cv)Ta � mdcdTd

Tf =
(maca + Cv)Ta � mdcdTd

maca + Cv + mdcd
:

Al sustituir los datos en la expresión obtenida, tenemos queTf = 19; 6� C.

La primera ley termodinámica sobre el calor especí�co de algunos elementos fue propuesta en
1819 por los franceses Pierre Louis Dulong (1785 � 1838) y Alexis Thérèse Petit (1791 - 1820),
la denominadaLey de Dulong-Petit . En ella se establece que el calor especí�co molar de los
elementos es cercano a3R14, con R la constante universal de los gases. Sin embargo, el calor

14En realidad, R no había sido establecida aún para 1819, pero el valor obtenido por ellos en unidades decal
K se

encuentra entre2; 8R y 3; 4R.
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especí�co no es constante para todo intervalo de temperatura, sino que varía en función de la
misma. Los experimentos muestran quecp � 3R para temperaturas `altas' (T > 300 K), mientras
que para temperaturas bajas, cercanas a0 K, ésta cae comoT3. Este comportamiento no puede
explicarse con la física que hemos aprendido hasta el momento y el primer modelo teórico exitoso
en mostrar coincidencia con el comportamiento observado experimentalmente fue propuesto por
Albert Einstein (1879-1955) en 1907, basado en osciladores armónicos cuánticos. Dicho modelo fue
modi�cado pocos años después por Peter Joseph William Debye (1884 - 1966), quien propuso su
modelo en 1912, basado en fonones.

Dependiendo del intervalo de temperatura en el que se esté trabajando, el ajuste usado para el
calor especí�co puede variar, teniendo incluso intervalos en los que la relación sea lineal. Más allá
de la forma funcional especí�ca que se use, lo que hay que tomar en cuenta es que en los casos en
que con uncp(T), nuestro enfoque al problema necesariamente pasa por plantear un diferencial de
calor:

�Q = n cm (T) dT ; (9.13)

de manera que para obtener el calor intercambiado durante un cierto proceso se debe integrar entre
las temperaturas inicial y �nal:

Q = n
Z Tf

To

cm (T) dT : (9.14)

Ejemplo 9.3. En un experimento se encontró que para una cierta sustanciaA su calor especí�co
molar tiene un comportamiento que puede ser ajustado a una recta en un cierto intervalo de
temperaturas

cp(T) = � T ; T 2 [To; 3To];

donde� es una constante. En un experimento análogo, se determinó que otra sustanciaB tiene
un calor especí�co molar dado por

cp(T) = � e � T ; T 2 [To; 2To];

donde� y � son constantes de dimensión apropiada.
En un recipiente adiabático se colocann moles de la sustanciaA y una cantidad desconocida

de B , cuyas temperaturas iniciales sonTA = 3To y TB = To, respectivamente. Si la temperatura
�nal de equilibrio es Tf = 2To, ¾cuántos moles de la sustanciaB se añadieron?

Resolución: Dado que hemos colocado ambas sustancias en un recipiente de paredes adiabáti-
cas, tenemos que

QA + QB = 0 =) QA = � QB :

Veamos entonces cuánto vale cada calor. Para ello hacemos uso de(9.14) e integramos desdeTA

y TB hastaTf . Para QA se tiene que

QA = nA

Z Tf

TA

cp(T) dT = n
Z 2To

3To

�T dT = n�
T2

2

�
�
�
�
�

2To

3To

=
1
2

n�
�
4T2

o � 9T2
o

�
= �

5
2

n�T 2
o ;
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mientras que paraQB tenemos que

QB = nB

Z Tf

TB

cp(T) dT = nB

Z 2To

To

� e � T dT = nB
�
�

e� T

�
�
�
�
�

2To

To

= nB
�
�

e� To :

De esta manera, tenemos que

5
2

n�T 2
o = nB

�
�

e� To =) nB =
5� �
2�

T2
o e� To n:

La ecuación (9.14) nos permite describir el caso más general del calor requerido en un proceso
que implique cambio de temperatura. Sin embargo, hay procesos que se desarrollan a temperatura
constante y sin embargo requieren de calor. En la siguiente sección procedemos a analizar esa
situación.

9.3.2.3. Calores de Transformación

No todos los procesos que ocurren a temperatura constante necesariamente implican calor
cero. Lo más probable es cada uno de nosotros haya podido vivir la experiencia de calentar agua,
llevarla hasta el punto de ebullición y notar que la temperatura permanece constante cerca de los
100� C durante el proceso de ebullición. Aunque la hornilla siga encendida y sea evidente que le
estamos suministrando calor a nuestra olla con agua, la temperatura no varía mientras el agua
está hirviendo. ¾Qué es lo que sucede?

La relación (9.14) generaliza la descripción del calor para sustancias cuyo calor especí�co no es
constante, pero no nos permite analizar los cambios de fase, que ocurren a temperatura constante.
El porqué ocurren a temperatura constante, ya hemos dicho que no necesariamente entra dentro
de lo que puede explicar la Termodinámica. Podemos intuir que en el proceso del cambio de fase
ocurren transformaciones en el sistema que requieren de la energía térmica para desarrollarse y es
en lo que se gasta ese calor suministrado. Si pensamos en la fusión de sólido a líquido, entendemos
que la energía térmica se emplea en romper o modi�car las interacciones entre las partes del sistema
que lo mantienen como sólido. Análogamente sucede cuando la transformación es de líquido a gas.

Dado que el proceso ocurre a temperatura constante, una relación tipo (9.10), que fue nuestro
anterior punto de partida, no nos sirve, necesitamos construirnos otra relación. Una manera de
modi�car esa expresión sería plantearnos algo tipo

Q(c:f: ) = m Ccf Tcf ; (9.15)

dondeCcf sería una especie de �calor especí�co� relativo al cambio de fase yTcf la temperatura a
la que ocurre este cambio de fase. Como modi�cación de (9.10), puede parecernos que mantiene
ciertas características de forma, pero dado que esa temperaturaTcf a la que ocurre el cambio de
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fase es constante y que ya vimos que el calor especí�co depende de la sustancia, no tiene mucho
sentido usar una expresión de este tipo. De manera que podemos considerar directamente en

Qcf / m =) Qcf = m L cf

�
; (9.16)

donde L cf es el llamadocalor latente del cambio de fase. Si el paso es de sólido a líquido ten-
dremos uncalor latente de fusión , L f , mientras que para el paso de líquido a gas, sera un
calor latente de evaporación , Le. Para los procesos reversos, es decir, para el proceso de con-
gelación y de condensación, los calores latentes serán los negativos de los de fusión y evaporación,
respectivamente. En laTabla 9.3 presentamos los calores latentes y sus temperaturas para varias
sustancias.

De esta manera, para determinar el calor necesario para llevarm cantidad de una sustancia de
la temperatura To a una Td cuando entre ellas ocurren una o más cambios de fase, tendremos que
incluir esos calores de transición de fase. Supongamos que entreTo y Td ocurren cambios de fase
en Tcf 1 y en Tcf 2 , tal que To < T cf 1 < T cf 2 < T d, entonces el calor total para llevar a la sustancia
de To �! Td está dado por

QT = m c(f o )(Tcf 1 � To) + m L cf 1 + m c(f 1 )(Tcf 2 � Tcf 1 ) + m L cf 2 + m c(f 2 )(Td � Tcf 2 ) ; (9.17)

donde estamos asumiendo que el calor especí�co en cada una de las fases es constante.

Tabla 9.3: Temperaturas y Calores de Transformación de algunas sustancias

Sustancia Tf (� C) L f

�
kJ
kg

�
Te (� C) Le

�
kJ
kg

�

Etanol -114,2 109 78,2 838,3
Gasolina -57,5 180,7 124,8 306,3
Mercurio -38,9 11,4 356,7 294,7

Etilenglicol -10.8 181,1 198,1 800,1
Agua 0 333,7 100 2.257

Estaño 231,9 59 2.270 3.020
Plomo 327,3 24,5 1.750 870

Aluminio 660 397 2.450 11.400
Plata 960,8 88,2 2.193 2.330
Oro 1.063 64,4 2.660 1.580

Cobre 1.083 134 1.187 5.060
Hierro 1.530 293 3.050 6.300

Veamos un ejemplo sencillo de determinación de calor para un cambio de temperatura que
incluye un cambio de fase en el camino.

Ejemplo 9.4. Se desean llevar720gde agua de� 10� C a 15� C. ¾Cuánto calor hay que suminis-
trarle?
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Resolución: Lo primero que debemos hacer es identi�car los puntos donde habrá cambio de
fase. En este caso, será en0� C que se dará la fusión de hielo. De esta manera, el calor lo calculamos
usando:

QT = mach(Tf � To) + mL f + maca(Td � Tf ) :

Usando los datos en lasTablas 9.2 y 9.3, tenemos que

QT = (0 ; 750kg)
�

2; 22
kJ

kg � K

�
(10K) + (0 ; 750kg)

�
333; 7

kJ
kg

�

+ (0 ; 750kg)
�

4;187
J

kg � K

�
(15K)

= 16; 7kJ + 250; 3kJ + 47; 1kJ = 314; 1kJ :

Como podemos observar del ejemplo anterior, la mayor parte del calor debe gastarse justamente
en el proceso de fusión del hielo. Es por esto justamente que las transiciones de fase deben ser
analizadas con detalle cuando se tiene disponible sólo cierta cantidad de energía térmica. Para
ilustrar esto, pasemos al siguiente ejemplo:

Ejemplo 9.5. Se tienen750gde hielo a� 10� C y se le suministran210kJ de calor. Determine la
temperatura �nal y la cantidad de masa en cada estado de la materia.

Resolución: Para contestar esta pregunta podemos aprovechar los resultados que ya obtuvimos
en elEjemplo 9.4 y ver que16; 7kJ son usados para llevar la temperatura del hielo hasta el punto
de fusión. De esta manera, de los210kJ disponibles, quedarán

Qf = QT � Qh = 210kJ � 16; 7kJ = 193; 7kJ :

Dado que ya vimos que se requieren250; 7kJ para fundir los 750gde hielo, sólo se podrá fundir
una parte del hielo, de manera que tendremos al �nal una mezcla en equilibrio de agua y hielo a
0� C. Para determinar la cantidad de hielo fundido, usamos(9.16):

Qf = m L f =) m =
Qf

L f
=

193; 7
333; 7

kg = 0; 580kg:

Con esto vemos que las condiciones �nales del sistema son580g de agua y170g de hielo en
equilibrio a 0� C.

9.4. Gases Ideales

Como hemos indicado, la Termodinámica busca establecer leyes y relaciones que no dependan
de la naturaleza del sistema que se está estudiando. Sin embargo, cuando estudiemos procesos
termodinámicos, veremos que va a ser necesario que sí especi�quemos nuestro sistema bajo estudio
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para poder computar cantidades como trabajo y calor. Por eso, esta sección está dedicada al tipo
de gas que vamos a analizar, elGas Ideal .

Como indicamos al inicio del presente capítulo, nuestra intención es presentar muchos de estos
conceptos siguiendo en la medida de lo posible el desarrollo histórico. Aunque la explicación mi-
croscópica de qué es lo que constituye un gas ideal la obtendremos analizando el sistema con las
herramientas estadísticas empleadas en laTeoría Cinética de los Gases , primero se establecie-
ron unas leyes empíricas, conseguidas luego de mediciones realizadas en laboratorio. una de ellas es
justamente con la que vamos a iniciar nuestra presentación: laLey de Boyle . Luego estudiaremos
las otras leyes relacionadas y que una vez uni�cadas permiten determinar la ecuación de estado
del Gas Ideal.

9.4.1. Ley de Boyle

La Ley de Boyle , a veces llamadaLey de Boyle-
Mariotte, fue formulada independientemente por el físico
y químico británico Robert Boyle (1627 - 1691) en 1662 y
el físico y botánico francés Edme Mariotte (1620 - 1684) en
1676. Boyle, con la ayuda de Robert Hooke (1635 - 1703),
estudió la relación entre la Presión y el Volumen de gases
a Temperatura constante y de una cantidad �ja de masa,
encontrando que estas cantidades eran inversamente pro-
porcionales:

T y m constantes: P /
1
V

=) PV = const: (9.18)

Esta relación constituye justamente al enunciado de la ley
de Boyle.

Figura 9.3: Grá�co P-V a tempera-
tura constante para 1mol de Nitró-
geno gaseoso. Tomado de [3].

Boyle15 partió de la denominadaHipótesis de Towneley, propuesta el año anterior por Richard
Towneley (1629 - 1707) y Henry Power (1623 - 1668) luego de medir la presión atmosférica a
distintas alturas en Pendle Hill, Lancashire, Inglaterra, usando un barómetro como el inventado
por Evangelista Torricelli. En la Figura 9.3 se presentan dos curvas de Presión como función
del Volumen de un mol (28g) de Nitrógeno molecular, N2. A bajas presiones (< 10atm) se observa
un comportamiento cercano al estipulado por la Ley de Boyle, mientras que a presiones altas, el
gas se comporta de forma muy distinta. Por ello es que la Ley de Boyle se cumple sólo de forma
aproximada para gases reales en el límite de presión y densidades bajas.

A pesar de ser una aproximación, resulta de gran utilidad para numerosas aplicaciones, no sólo
técnicas sino anatómicas. Por ejemplo, la Ley de Boyle se usa para explicar el funcionamiento del
sistema respiratorio humano y resulta de gran importancia para los buzos. De hecho, en la película
Men of Honor (Hombres de Honor), dirigida por George Tillman Jr. y que protagonizan Robert
De Niro y Cuba Gooding Jr., basada en la vida de Carl Maxie Brashear (1931 - 2006), el )primer
afroamericano en convertirse en Maestro de Buceo de la Marina de los Estados Unidos en 1970, hay

15A defence of the doctrine touching the spring and weight of the air, propos'd by Mr. R. Boyle.
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una escena en la que el Subo�cial Mayor de la Armada Billy Sunday, interpretado por Robert De
Niro, lo interroga violentamente y le pregunta acerca de la Ley de Boyle y de su importancia para
un buzo. A medida que el buzo asciende debe exhalar, pues de lo contrario, con la disminución de
la presión externa, la expansión del aire en los pulmones terminará reventando al buzo, causándole
la muerte.

9.4.2. Ley de Charles

Jacques Charles (1746 - 1823), inventor y cientí�co francés, estableció en 1787 la dependencia
lineal entre la Temperatura y el Volumen de un gas,

P y m contantes: V = a1 + a2T ; (9.19)

estudiando la expansión térmica de gases en lo que se convirtió posteriormente en el termómetro
de bulbo de gas (verFigura 9.2(b) ). La escala usada era una escala denominadaescala centígrada
de mercurio, análoga a la escala Celsius. En 1802 Joseph-Louis Gay-Lussac, (1778 - 1850), químico
y físico francés, publicó los resultados, haciendo mención al trabajo de Charles. Como precursor
de estos trabajos, estuvieron los resultados de 1702-03 de Guillaume Amontons (1663 - 1705), un
precursor de la termometría.

Figura 9.4: Grá�co de Volumen en función de la Tempe-
ratura para el nitrógeno molecular a distintas presiones.
Tomado de [3]

Como se muestra en laFigu-
ra 9.4 , para una misma sustancia,
midiendo a masa constante, todas
las rectas de la relación (9.19), al
ser extrapoladas para determinar
el intersectoa1 coinciden en el mis-
mo punto. De acuerdo a los da-
tos experimentales de Gay-Lussac,
a1 = � 266;66� C. Este resultado
lleva a proponer una escala de tem-
peratura absoluta, de manera que
la Ley de Charles pueda expresar
como:

P y m contantes: V / T =)
V
T

= const: (9.20)

Hay que recordar que quien establece el limite correcto de cero absoluto es William Thomson
(Lord Kelvin) en 1848, estableciendo que éste corresponde a� 273; 15� C y lo hizo en términos de
la II Ley de la Termodinámica .

9.4.3. Ley de Gay-Lussac

A veces denominadaSegunda Ley de Gay-Lussaco Ley de Amontons, fue formulada en 1808
por Gay-Lussac y establece que la presión de una masa constante de un cierto gas es directamente
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proporcional a la Temperatura16:

V y m contantes: P / T =)
P
T

= const: (9.21)

9.4.4. Ley Combinada de los Gases

La Ley Combinada de los Gases , a veces llamadaLey General de los Gases, es el resultado
de unir las relaciones establecidas con las leyes de Boyle (9.18), Charles (9.20) y Gay-Lussac (9.21).
Para una cantidad �ja de masa de una misma sustancia gaseosa, se tiene que

m contante: PV / T =)
PV
T

= const: (9.22)

donde la temperaturaT debe estar expresada en una escala absoluta,i.e. Kelvin. Su derivación
es bastante directa. Partamos de escribir las constantes de las expresiones (9.18), (9.20) y (9.21)
comok1, k2 y k3, respectivamente:

Boyle: PV = k1 ;

Charles:
V
T

= k2 ;

Gay-Lussac:
P
T

= k3 ;

9
>>>>=

>>>>;

PV = ( k3T)(k2T)

= k2k3T2
� (P V = k1 )
������!

(PV)2 = k1k2k3T2

�
PV
T

� 2

= k1k2k3

PV
T

=
p

k1k2k3 ;

(9.23)

donde
p

k1k2k3 es la nueva constante de la Ley Combinada de los gases de (9.22).
Un detalle a tomar en cuenta es que esta constante de (9.22) es directamente proporcional a la

masa del gas estudiado, de manera que se puede reescribir esta relación como

PV
mT

= K : (9.24)

En esta relación, la constanteK depende del gas en estudio. Como hemos indicado, la Termodi-
námica aspira a describir sistemas variados a partir de relaciones simples que no dependan de la
naturaleza del sistema analizado. Dado que el comportamiento cualitativo es aproximadamente
igual para todos los gases, es deseable que la expresión anterior pueda ser expresada de manera
que la constante no dependa del gas particular que se esté analizando. El detalle está justamente
en que la cantidad de materia se exprese en unidades de masa, en lugar de número de unidades
fundamentales (átomos o moléculas). Como veremos, esto no pudo conseguirse sino luego de que
se avanzara con los modelos atómicos de la materia.

9.4.5. Ley de Dalton

ComoLeyes de Daltonen el campo del estudio de los gases hay dos de contenido distinto, aunque
relacionadas, formuladas por el químico, matemático y naturalista británico John Dalton (1766 -

16Temperatura medida en una escala absoluta, tipo Kelvin. Si no, la dependencia es lineal, análoga a (9.19).
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1844). Ambas fueron publicadas en una serie de conferencias, llamadasEnsayos Experimentales,
en la Sociedad Filosó�ca y Literaria de Mánchester, de la que Dalton se convirtió en Secretario en
1800.

La primera de ellas es la llamadaLey de las Presiones Parciales y fue formulada en 1802.
Dicha ley establece que

La presión total de una mezcla es igual a la suma de las presiones parciales de sus
componentes.

Esta ley implica que la presión totalP de una mezcla de gases no reactivos puede expresarse
como

PT =
X

pi ; donde pi = x i � PT ; (9.25)

donde x i es la fracción molar deli -ésimo gas presente en la mezcla. El comportamiento de las
mezclas gaseosas y la evaporación del agua, desde un punto de vista teórico, estaba poco elaborado
cuando Dalton formuló por primera vez su teoría atómica. Fue a partir de sus mediciones que dedujo
que dos gases son una mezcla y que actuaban de una manera mutuamente independiente, cada
uno ocupando el volumen total disponible.

La segunda es laLey de las Proporciones Múltiples , formulada en 1803 y demostrada
experimentalmente por Gay-Lussac. Dicha ley establece que

Cuando dos o más elementos se combinan para dar más de un compuesto, una masa
variable de uno de ellos se une a una masa �ja del otro, y la primera tiene como
relación números canónicos e indistintos.

Dalton profundizó los estudios que anteriormente había desarrollado el farmacéutico y químico
francés Joseph Louis Proust (1754 - 1826) entre 1794 y 1804, encontrando que existen algunos
elementos que pueden relacionarse entre sí en distintas proporciones para formar distintos com-
puestos. Esto lo analizó particularmente estudiando óxidos de Cobre, CuO y Cu2O, que tienen
un 79,89% y un 88,82% de cobre, respectivamente, y que equivalen a 3,974g de cobre por gramo
de oxígeno en el primer caso y 7,945g de cobre por gramo de oxígeno en el segundo. La relación
entre ambas cantidades es de 1:2 como se expresa actualmente con las fórmulas de los compuestos
derivados de la teoría atómica.

En relación a gases, se pueden mencionar un par de ejemplos. En primer lugar, la síntesis del
Cloruro de Hidrógeno, HCl:

H2 + Cl 2 2 HCl.

Si se mezclan iguales volúmenes de Cloro Cl2 y de Hidrógeno H2 en las mismas condiciones de
Presión y Temperatura, se obtiene 2 veces el volumen original de HCl gaseoso.

Por otro lado, la síntesis del amoníaco NH3 es también otro ejemplo:

3 H2 + N 2 2 NH3.
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9.4.6. Ley de Avogadro

En 1811-12, el cientí�co italiano Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro (1776 - 1856), y de
manera independiente en 1814 el matemático y físico francés André-Marie Ampère (1775 - 1836),
propuso17 que

Bajo las mismas condiciones de Presión y Temperatura, iguales volúmenes de gas con-
tienen el mismo número de partículas.

En este contexto, por partículas se re�ere a unidades fundamentales tipo átomos o moléculas.
La diferencia entre átomos y moléculas, así como el cómputo de las masas atómicas, particularmen-
te para gases elementales como Hidrógeno H2, Nitrógeno N2 y Oxígeno O2, era entonces objeto de
debate en la comunidad cientí�ca. No fue sino hasta que el químico italiano Stanislao Cannizzaro
(1826 - 1910) presentó un artículo publicado en 1858 sobre la hipótesis de Avogadro y la determi-
nación de pesos atómicos en el primer Congreso Internacional de Química, realizado en Karlsruhe,
Alemania, en 1860, que ésta empezó a ser ampliamente aceptada.

La Ley de Avogadro está estrechamente ligada con una unidad de medida de materia que ya
hemos mencionado:el mol . Para ello, empecemos por introducir los conceptos de masa atómica
y molecular. Éstas suelen expresarse en términos deunidades de masa atómica18 (uma), que es
la doceava parte de la masa de un átomo de12C, que sirve como estándar para de�nir varias
unidades en este contexto. De hecho, el número de Avogadro, que también ya mencionamos al
inicio del capítulo, se de�ne como el número de átomos que hay en 12g de12C y actualmente su
valor está establecido como

NA = 6; 02214129(27)� 1023mol� 1 : (9.26)

Con todo lo anterior, ya podemos de�nir bien el mol:

Un mol de una sustancia es la cantidad que contiene un número de Avogadro de uni-
dades elementales.

9.4.7. Ecuación de Estado del Gas Ideal

Fue enunciada por primera vez por el físico e ingeniero francés Benoît Paul Émile Clapeyron
(1799 - 1864) en 1834. Justamente de la misma manera en que derivamos laLey Combinada de
los Gases, se consigue la relación

PV
nT

= R ; (9.27)

dondeR es la llamadaConstante Universal de los Gases, dada por

R = 8; 3145
J

mol � K
= 1; 9872

cal
mol � K

= 8; 2057� 10� 2 L � atm
mol � K

: (9.28)

17El artículo de Avogadro, traducido al inglés, puede leerse acá.
18También denominadas dalton, especialmente por los bioquímicos.
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Esta ecuación es justamente laEcuación de Estado del Gas Ideal , que estaremos usando en
el resto del capítulo.

La ecuación de estado también puede ser derivada de primeros principios usando la Teoría
Cinética de los Gases, lo que fue conseguido de manera (aparentemente) independiente por el
químico y físico alemán August Karl Krönig (1822 - 1879) en 1856 y por el también alemán físico
y matemático Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822 - 1888) en 1857. Esta derivación la hemos
dejado para el �nal del capítulo, en lasección 9.7, pero en ese contexto se suele presentar la
ecuación (9.27) en términos de número de partículas, más que de moles, por lo que se escribe

PV
NT

= kB ; (9.29)

dondeN es el número de partículas (átomos o moléculas) ykB es la constante de Boltzmann

kB = 1; 38065� 10� 23 J
K

: (9.30)

La constanteR y kB están justamente relacionadas por el número de Avogadro:

R = NA kB : (9.31)

9.5. Primera Ley de la Termodinámica

La Energía es una cantidad central en la Termodinámica (y en general en la Física). En la
primera parte de este curso hemos trabajadoin extensoel concepto de la energía, energía potencial
y trabajo en un sistema de partículas, en el contexto de la Mecánica. Dado que la Termodinámica es
una ciencia macroscópica, estaremos interesados solamente en la energía total del sistema. Cuando
mucho podremos interesarnos en la densidad de energía o en la energía promedio de una partícula,
pero realmente no estaremos pensando en determinar la energía mecánica total de la partícula
i -ésima.

La I Ley de la Termodinámica es justamente una ley de conservación de energía para
sistemas termodinámicos que, como veremos, relaciona el calor y el trabajo realizado por el sistema
con el cambio de energía interna del mismo.

9.5.1. Trabajo Mecánico

Desde el inicio del presente capítulo hemos insistido en que la Termodinámica nació como Cien-
cia directamente vinculada con la Revolución Industrial y, por lo tanto, con las máquinas térmicas
y la transformación de calor en trabajo mecánico. Por eso, en esa sección vamos a centrarnos a
estudiar el tipo de trabajo mecánico que vamos a estar analizando en el resto del capítulo.
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Sistema

~F

Figura 9.5: Trabajo Me-
cánico en un Pistón:
Trabajo P-V

La forma más común de realizar trabajo sobre un sistema termodi-
námico es mediante un cambio de volumen. Al igual que en Mecánica,
en Termodinámica el trabajo viene dado por la integral

W =
Z

C

~F � d~r ; (9.32)

donde recordemos que la integral depende del caminoC.
Pensemos en un sistema como el presentado en laFigura 9.5 , en

el que tenemos un gas contenido en un pistón al cual se le aplica una
cierta fuerza~F para comprimir el gas del Sistema. Si asumimos que
no hay roce entre las paredes y el émbolo, entonces podemos escribir:

W =
Z

C

~F � d~r = �
Z

C
PA dx = �

Z

C
P dV ; (9.33)

donde el signo - responde al hecho de que si el gas se comprime,dx < 0, pero el trabajo, al
ser realizado sobre el sistema, debe ser positivo, al menos en lo que hemos aprendido hasta los
momentos en Mecánica. Sin embargo, uno bien pudiera decidir el signo de la anterior expresión
según si queremos primar el trabajo realizado por el entorno sobre el sistema o el realizado por el
sistema sobre el entorno.

Esta última consideración no entraba en la discusión del trabajo en los capítulos anteriores.
Dado que estaba vinculado con un teorema de conservación de energía, siempre se aplica que el
trabajo realizado por el sistema implica un gasto de energía y por tanto es un trabajo negativo.
Es decir, si el pistón de laFigura 9.5 se expande un diferencial de volumendV, el diferencial de
trabajo �W es realizado por el sistema y por tanto tomamos

Convención Moderna: �W = � P dV : (9.34)

Como hemos indicado, dado que laI Ley de la Termodinámica no es más que una ley de
conservación de energía, la convención moderna para el trabajoPV es justamente la que acabamos
de indicar.

Sin embargo, ya señalamos que la Termodinámica se desarrolló en el marco de la Máquina
Térmica, por lo que interesaba extraer el máximo trabajo a una de estas máquinas. Así, el trabajo
realizado por el Sistema era visto como positivo, lo que se buscaba conseguir, de manera que

Convención Historica: �W = + P dV : (9.35)

Parece un poco contradictorio que podamos hablar de procesos termodinámicos y que vayamos
a estudiar el trabajo realizado sobre un sistema cuando hemos insistido desde el inicio del capítulo
que la Termodinámica sólo está planteada en equilibrio. La manera de resolver esta aparente
contradicción lo constituyen los denominadosProcesos Reversibles , que son procesos que se
dan de manera tal que en todo momento el sistema es capaz de alcanzar el equilibrio.
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9.5.2. Equivalente Mecánico del Calor

En la sección 9.3, donde iniciamos el estudio de la fenomenología del calor, hablamos de la
Teoría del Calórico , aquella propuesta de Lavoisier para explicar el comportamiento distinto de
las sustancias en relación a los cambios de temperatura y a la condiciones en que éstas alcanzan el
equilibrio térmico. En su momento señalamos que el calor no es más que energía térmica, pero la
equivalencia entre calor y trabajo mecánico tomó un tiempo bastante largo a pesar de la evidencia
que se acumulaba a su favor.

A �nales del siglo XVIII, Benjamin Thompson, luegoReichsgraf von Rumford(conde Rumford),
un personaje bastante turbio pero que hizo algunos aportes importantes en el desarrollo de la
Termodinámica, estuvo a cargo del Ejército como Ministro de Guerra del Electorado de Baviera
en el Sacro Imperio Románico Germánico. Durante esta etapa, Thompson notó que al lanzar
una bala de cañón, por efecto de la fricción se producía una cantidad virtualmente ilimitada de
calor, en evidente contradicción con lo planteado por la teoría de Lavoisier. Sus resultados fueron
presentados en 1798 ante la Real Sociedad de Londres, pero el calórico siguió prevaleciendo hasta
casi mediados del siglo XIX.

En 1842, el físico y médico alemán Julius Robert von Mayer (1814 - 1878), luego de sistematizar
sus observaciones en su viaje como médico en un barco de bandera holandesa hacia la actual
Jakarta, Indonesia, sobre la relación entre la comida y el calor corporal y la capacidad de realizar
trabajo mecánico. Con estos resultados propuso correctamente que calor y trabajo no eran sino
dos formas de energía y que la cantidad de energía total se conservaba, con ello estableciendo el
enunciado de la I Ley de la Termodinámica. Sin embargo, el trabajo de Mayer no fue aceptado de
inmediato.

Figura 9.6: Esquema del aparato ideado por
Joule para medir la equivalencia del trabajo
mecánico y el calor. Publicado en Harper's
New Monthly Magazine, No. 231, Agosto
1869.

Al mismo tiempo que Mayer, pero de mane-
ra completamente independiente, el físico inglés
James Prescott Joule (1818 - 1889) realizó toda
una serie de experimentos durante la década de
1840 para demostrar la equivalencia del trabajo
mecánico y el calor. Uno de sus experimentos más
conocidos está esquematizado en laFigura 9.6 .
Al dejar caer un disco de masa conocido desde
una cierta altura, atado por una cuerda a un sis-
tema que transformaba este cambio de energía
potencial en energía mecánica de unas aspas que
agitan el agua en el recipiente de la izquierda,
podía medir el cambio de temperatura del agua
con un termómetro de alta precisión. Joule publi-
có sus resultados en 1845 en un artículo titulado
The Mechanical Equivalent of Heat(El equiva-
lente mecánico del calor), donde incluía un valor
numérico de la cantidad de trabajo mecánico re-
querido para producir una unidad de calor, con
ello estableciendo la equivalencia entre calorías y
N � m.
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Aunque mejor recibido que el trabajo de von Mayer, la idea de Joule encontró cierta resistencia
en la comunidad cientí�ca. No fue sino con la publicación del médico y físico alemán Hermann
Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 - 1894) de su principio de conservación de energía en 1847
que se fue superando la teoría del calórico. Dicho principio establecido por von Helmholtz es lo que
última instancia constituye la primera ley de la Termodinámica, que enunciamos a continuación.

Sin embargo, la Teoría del Calórico no terminó de ser superada sino hasta que en la segunda
mitad del siglo XIX se desarrolló la Teoría Cinética de los Gases, que permitió explicar fenómenos
que la Teoría de Lavoisier no podía.

9.5.3. Enunciado de la I Ley

La energía interna de un sistema puede variar de distintas maneras. Al ser una cantidad ex-
tensiva, ésta depende de la cantidad de materia, por lo que ésta puede ser una forma de variar la
energía del sistema. Adicional a esto, la realización de trabajo sobre un sistema o el suministro de
calor son otras dos formas de variar dicha energía. LaI Ley de la Termodinámica establece que
existe una función de estado extensivaE, llamada energía total del sistema, tal que para cualquier
proceso en un sistema cerrado se cumple que

Sistema Cerrado: �E = Q + W ; (9.36)

donde�E es el cambio de energía del sistema en el proceso,Q es el calor suministrado al sistema
y W es el trabajo realizado sobre el sistema, es decir, siguiendo la convención moderna (9.34).
En caso de usarse la convención histórica para el trabajo (9.35), entonces la primera Ley debe
formularse como

Sistema Cerrado: �E = Q � W ; (9.37)

donde ahoraW es el trabajo realizado por el sistema.
Bien sea en la forma moderna (9.36) o usando la convención histórica, (9.37), la primera Ley es

válida tanto para los procesos reversibles como para los irreversibles. Al ser una ley de conservación
de energía, no está limitada únicamente a cumplirse bajo la restricción que enunciamos para el
trabajo PV.

Por otro lado, recordemos que la energía mecánica total de un sistema la podemos escribir
como

Sistema Cerrado: E = K + V + U ; (9.38)

con K y V son la energía cinética y potencial (no molecular) macroscópica del sistema, mientras
que U es la energía interna del sistema debida a los movimientos moleculares e interacciones
intramoleculares. Dado que el tipo de sistemas que vamos a analizar son sistemas en reposo y sin
la in�uencia de campos externos, bien sea gravitatorio o electromagnéticos, entonces se tiene que
K = 0 y V = 0, por lo queE = U . Es por ello que es común encontrar en los textos la primera
ley escrita en términos de�U directamente. Sin embargo, si fuésemos a analizar problemas que
incluyen �uidos en movimiento, como suele ser el caso en problemas de Ingeniería Química, por
ejemplo, entoncesK 6= 0.
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En lo que sigue vamos a estar interesados, al menos en un primer momento, en limitarnos a
analizar procesos reversibles. Para ello resulta útil escribir la ecuación (9.36) de forma diferencial:

dE = �Q + �W ; (9.39)

donde la diferencia en la notación de los diferenciales pretende re�ejar que los diferenciales de
Calor y de Trabajo no son exactos, dado que se trata de cantidades que dependen del camino que
siga el proceso. Por el contrario, la Energía es una función de estado y por tanto su diferencial es
exacto.

9.5.4. Casos Especiales de la I Ley

En esta sección vamos a analizar algunos procesos termodinámicos básicos con la idea de luego
facilitarnos el estudio de procesos cíclicos en el contexto de las máquinas térmicas, que es uno de
los objetivos �nales de la Termodinámica, como hemos señalado reiteradamente. Pero antes vamos
a retomar una idea que planteamos respecto al tipo de procesos que estamos analizando cuando
introdujimos el Trabajo PV en la sección 9.5.1 y, en ese contexto, discutir las cantidadesQ y W
para gases.

9.5.4.1. Preliminares: Procesos Reversibles

Hemos mencionado que los procesos para los cuales podemos usar las expresiones (9.34) son
los denominadosProcesos Reversibles . Éstos son aquellos en los que ocurre una evolución entre
dos estados en equilibrio termodinámico19 únicamente a través de estados igualmente en equilibrio
termodinámico. De esta manera, un proceso reversible no tiene una dirección preferente para
suceder, por lo que puede retornar al estado inicial. De allí el nombre reversible.

Se trata de una idealización, pues un estado en equilibrio termodinámico, por su de�nición,
implica un estado en reposo. De esta manera, el proceso en realidad no se desarrollaría, al necesitar
alcanzar el equilibrio en casa instante entre los estados inicial y �nal. Recordemos además que
hasta los momentos no hemos incluido en ningún momento al tiempo como parámetro en nuestra
descripción de los sistemas y tampoco lo haremos en la descripción de procesos. A pesar de tratarse
de una idealización, los cambios reversibles entre estados en equilibrio pueden aproximarse mediante
pequeñas (in�nitesimales) variaciones a las funciones de estado, en las que el estado en equilibrio sea
vea apenas perturbado, si éstas ocurren lo su�cientemente lento con los tiempos de relajación del
sistema, es decir, el tiempo que le tome al sistema retomar un estado de equilibrio termodinámico
luego de la pequeña perturbación. Para que el proceso avance hacia el estado �nal, se trata por
supuesto de un nuevo estado termodinámico. Un proceso como el que acabamos de describir se
denominacuasi reversible .

La importancia de utilizar procesos cuasi reversibles es precisamente el hecho de que el siste-
ma, en cada paso diferencial, se encuentra en un estado de equilibrio el cual podemos etiquetar
apropiadamente con variables de estado bien de�nidas, de manera de poder realizar la integral

19El equilibrio termodinámico implica que haya simultáneamente equilibrio mecánico, térmico y químico. Como
no estamos incluyendo en nuestro análisis reacciones químicas, damos por sentado que éste se cumple.
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correspondiente de todos esos cambios diferenciales. De esta manera, la expresión (9.34) se corres-
ponde a un diferencial de trabajo reversibledW rev de manera que la integral en (9.33) nos da el
Trabajo reversibleWrev .

Con el calor pasa algo similar. Sólo podemos usar expresiones como (9.14) cuando el proceso
es reversible. De resto, el calor sólo puede ser determinado vía una medición experimental,e.g.
usando un calorímetro. Pero también hay que tomar en cuenta otro aspecto importante: Al igual
que sucede con el trabajo, el calorQ intercambiado en un proceso depende del camino que siga el
sistema para ir del estado termodinámico inicial al �nal.

Cuando discutimos la fenomenología del calor en lasección 9.3, lo hicimos principalmente
analizando sólidos y líquidos, para los cuales el calor especí�co tabulado es el que se obtiene
a presión constante,cp. Debido al fenómeno de dilatación térmica y al hecho de que sólidos y
líquidos los consideramos incompresibles, no se puede determinar el calor especí�co a volumen
constante,cv. Para los gases, que son �uidos compresibles, los calores especí�cocp y cv están bien
de�nidos

cv �
�

@Q
@T

�

V

; cp �
�

@Q
@T

�

P

; (9.40)

donde el subíndiceV y P indica que el proceso se realiza a presión y volumen constante, respec-
tivamente. También sucede que estos son, en general, diferentes. De hecho, se puede demostrar20

que para Gases Ideales (9.27) se cumple que

cp � cv = R ; (9.41)

dondecp y cv son los calores especí�cos molares a presión y volumen constantes, respectivamente.
Como ya veremos en lasección 9.7 , a partir de la Teoría Cinética de los Gases puede demostrarse
que

Gas Ideal Monoatómico: cv =
3
2

R ; cp =
5
2

R ;

Gas Ideal Diatómico: cv =
5
2

R ; cp =
7
2

R :
(9.42)

Para los cambios de fase, que estamos tomando como procesos reversibles, se mantiene la expresión
que ya habíamos establecido en (9.16).

Empecemos ahora a analizar algunos casos concretos de procesos simples. Salvo que se indi-
que explícitamente lo contrario, estamos considerando procesos reversibles y además usaremos la
convención moderna (9.34).

9.5.4.2. Proceso Isobárico

Un Proceso Isobárico es aquel que ocurre a PresiónP constante. Un proceo de este tipo
se realizará con paredes móviles, donde la presión contante será la aplicada por el entorno. Con

20La demostración puede encontrarse detallada en lassecciones 2.6 y 2;8 de [3].
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nuestras de�niciones (9.33) y (9.14) es directo darnos cuenta que:

P constante:

8
>>><

>>>:

W = �
Z Vf

Vo

P dV = � P
Z Vf

Vo

dV = � P(Vf � Vo) = � P� V ;

Q = n
Z Tf

To

cp(T) dT ;

(9.43)

donde lasTf y To estarán relacionadas conP, Vf y Vo mediante la ecuación de estado correspon-
diente. Si se trata de un Gas Ideal, entonces

P constante:

8
<

:

W = � P� V ;

Q = ncp� T ; donde To =
PVo

nR
y Tf =

PVf

nR
:

(9.44)

Para determinar �E usamos directamente la Primera Ley (9.36):

�E = ncp� T � P� V

= �ncp

�
P

�nR
� V

�
� P� V =) �E =

� cp

R
� 1

�
P� V

(9.45)

Si usamos (9.42), tenemos que

Gas Ideal Monoatómico: cp =
5
2

R; =) �E =
3
2

P� V:

Gas Ideal Diatómico: cp =
7
2

R; =) �E =
5
2

P� V:

(9.46)

9.5.4.3. Proceso Isocórico

Un proceso que se desarrolla a VolumenV constante se denominaIsocórico . De (9.33) es
evidente que si no hay cambio de volumen el trabajo mecánico es cero. En cuanto al calor, basta
usar (9.14) concp, de manera que

V constante:

8
>>><

>>>:

W = �
Z V

V
P(V) dV = 0 ;

Q = n
Z Tf

To

cv(T) dT ;
(9.47)

Para un Gas Ideal tenemos que

V constante:

8
<

:

W = 0 ;

Q = ncv � T ; donde To =
PoV
nR

y Tf =
Pf V
nR

:
(9.48)
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En cuanto a la Energía del sistema, el proceso isocórico nos permite derivar un resultado importante
y general a partir de (9.39):

dE = �Q + � ���W = ncv(T) dT =) dE = ncv(T) dT
i

(9.49)

Dado que la EnergíaE es una función de estado, que como sabemos no dependen de cómo se llegue
al mismo sino sólo del estado termodinámico en sí, esta relación es válida siempre. De esta manera,
tenemos cómo calcular el cambio de Energía para cualquier proceso, simplemente integrando (9.49)
entre las temperaturas inicial y �nal.

Para un gas ideal, para el cualcv es constante, tenemos que:
�
�
� �E = ncv � T:

�
�
� (9.50)

En términos de las cantidadesP y V, la expresión anterior podemos reescribirla de la siguiente
manera:

�E = ncv � T

= �ncv

�
Pf V

�nR
�

PoV

�nR

�
= cv(Pf � Po)

V
R

=)
�
�
� �E =

cv

R
V� P:

�
�
�

(9.51)

9.5.4.4. Procesos Isotérmicos

Los procesos que se desarrollan a TemperaturaT constante se denominanIsotérmicos . Se
trata de procesos en los que el sistema se encuentra en un recipiente con paredes que permiten la
transferencia de calor y se encuentran en un baño térmico a temperaturaT. Dicho baño será lo
su�cientemente grande respecto al sistema de manera que el cambio de temperatura� T � 0 sea
despreciable.

De (9.49) es evidente que�E = 0. Para el trabajo W, usamos simplemente (9.33), escribiendo
la presión como función del volumenP(V), usando la ecuación de estado del gas bajo análisis.
Para el Gas Ideal, usando (9.27) tenemos que

W = �
Z Vf

Vo

P(V) dV = �
Z Vf

Vo

nRT
V

dV = � nRT
Z Vf

Vo

dV
V

= � nRT ln
�

Vf

Vo

�
: (9.52)

Dado que�E = 0, de la Primera Ley (9.36) tenemos que

�E = Q + W = 0 =) Q = � W : (9.53)

De esta manera, para un Gas Ideal sometido a unproceso isotérmico tenemos que

T constante:

8
>>>>><

>>>>>:

W = � nRT ln
�

Vf

Vo

�
;

Q = nRT ln
�

Vf

Vo

�
;

�E = 0 :

(9.54)

180



FS-1112: Física II 9.5. PRIMERA LEY DE LA TERMODINÁMICA

9.5.4.5. Procesos Adiabáticos

Un proceso que se realiza en ausencia de intercambio de calor con el entorno se denomina
Adiabático . Dado que esto implica queQ = 0, de (9.39) tenemos que

dE = � ��Q + �W =) W = �E = ncv � T: (Gas Ideal) (9.55)

Generalmente, los datos de los procesos termodinámicos se dan en términos de presiones y volúme-
nes y no de temperaturas. De hecho, éstos se suelen representar en los denominadosDiagramas
P � V, de manera que la ecuación anterior no nos permite aún calcular el cambio de Energía�E y,
en consecuencia, tampoco el trabajoW. Para los casos anteriores, teníamos bienP o V constantes,
mientras que en el caso del proceso isotérmico se cumple la ley de Boyle, de manera quePV es
constante. Por ello, para el proceso adiabático con un Gas Ideal queremos conseguir una expresión
del tipo

Proceso Adiabático: P � f (V) = const: ; (9.56)

dondef (V) es una función del Volumen que debemos determinar. Para ello volvamos a la ecuación
(9.39):

dE = � ��Q + �W =) ncv dT = � P dV =) ncv dT = �
nRT

V
dV (9.57)

Si reordenamos la última expresión de manera de tener todo en función deT del lado derecho
y de V del lado izquierdo, podemos integrar ambos lados entre el estado inicial y �nal:

�ncv
dT
T

= � �nR
dV
V

=)
Z Tf

To

cv
dT
T

= �
Z Vf

Vo

R
dV
V

cv ln
�

Tf

To

�
= � R ln

�
Vf

Vo

�

ln
�

Tf

To

�
=

R
cv

ln
�

Vo

Vf

�

ln
�

Tf

To

�
= ln

" �
Vo

Vf

� R
cv

#

=)
Tf

To
=

�
Vo

Vf

� R
cv

:

(9.58)

Si nuevamente usamos la ecuación de estado del Gas Ideal (9.27) para relacionar las variables de
estado iniciales y �nales, tenemos que

PV
T

= nR =)
PoVo

To
=

Pf Vf

Tf
=)

Tf

To
=

Pf Vf

PoVo
: (9.59)

Sustituyendo este resultado en la ecuación anterior, tenemos que

Tf

To
=

�
Vo

Vf

� R
cv

Tf

To
=

Pf Vf

PoVo

9
>>>=

>>>;

=)

PoVo

Pf Vf
=

�
Vf

Vo

� R
cv

Po

Pf

Vo

Vf
=

�
Vf

Vo

� R
cv

=)
Po

Pf
=

Vf

Vo

�
Vf

Vo

� R
cv

=
�

Vf

Vo

� 1+ R
cv

:

(9.60)
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Vamos a analizar el exponente que nos quedó en la última expresión, para lo cual usaremos
(9.41)

1 +
R
cv

=
cv + R

cv
= ��cv + ( cp � ��cv )

cv
=

cp

cv
; (9.61)

de manera que podemos de�nir


 �
cp

cv
; con 
 > 1; (9.62)

que es el denominadocoe�ciente de expansión adiabático o simplementecoe�ciente adiabático.
Con esto, la última igualdad en (9.60) nos queda

Po

Pf
=

�
Vf

Vo

� 


PoV 

o = Pf V 


f

9
>=

>;
=) P V 
 = const:

i
(9.63)

Para �nalizar, vamos a reescribir la expresión (9.55) en términos de PresiónP y Volumen V:

�E = ncv � T = ncv(Tf � To)

= �ncv

�
Pf Vf

�nR
�

PoVo

�nR

�
=

cv

R
(Pf Vf � PoVo) =)

i
�E =

cv

R
� (PV):

i (9.64)

De esta manera, tenemos que

Proceso Adiabático:

8
>>><

>>>:

W =
cv

R
� (PV);

Q = 0;

�E =
cv

R
� (PV):

(9.65)

9.5.4.6. Proceso Cíclico

Por proceso cíclico entendemos un proceso termodinámico compuesto por dos o más subpro-
cesos que regresa al estado inicial. Los procesos cíclicos están estrechamente relacionados con las
máquinas termodinámicas, que estudiaremos en detalle en laSección 9.6.2 . Como ejemplo de
ciclos termodinámicos podemos nombrar los de Carnot (Sección 9.6.4 ), de Otto (que describe el
ciclo termodinámico de un motor de combustión interna), y de Stirling [3], entre otros.

Para analizar un ciclo en particular, debemos estudiar cada uno de los procesos que lo compo-
nen. Sin embargo, para un caso general lo que podemos a�rmar es que

�
��E ciclo = 0;

�
� (9.66)

dado que, por de�nición, un ciclo siempre termina en el mismo estado termodinámico en el que se
inicia. De esto se tiene que

�E ciclo = QT + WT = 0 =)
�
�WT = � QT :

�
� (9.67)

El que el cambio total de la energía en un ciclo completo sea nula es una propiedad que se
cumple para cualquier variable de estado:
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El cambio neto de una función de estadoF durante un ciclo completo es nulo:

�
� � Fciclo = 0:

�
� (9.68)

Como hemos insistido, una función o variable de estado etiqueta un estado termodinámico
y no depende del camino que se haya seguido para llegar a dicho estado. Por lo tanto, el que
esta propiedad se cumpla es precisamente una consecuencia directa de este hecho. Más aún, esta
propiedad la usaremos cuando estudiemos en detalle el Ciclo de Carnot para de�nir una nueva
función de estado, la Entropía (Sección 9.6.6 ).

9.5.4.7. Diagramas P-V

Los procesos termodinámicos muchas veces son representados en los llamadosDiagramas
P � V , en el que la Presión se gra�ca en función del Volumen. Entre otras cosas, nos permiten
tener una idea cuantitativa del proceso que se realiza y, adicionalmente, dado que el trabajo
mecánico es de la forma (9.33), el área debajo de la curva nos indica el trabajo realizado.

A continuación presentamos los diagramasP � V para los procesos descritos anteriormente.

(a)

W

A B

V

P

(b)

V

P
A

B

(c)

W

A

B

V

P

(d)

W

A

B

V

P

Figura 9.7: Diagramas PV para los procesos: (a) isobárico, (b) isocórico, (c) isotérmico y (d)
adiabático
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9.5.4.8. Ejemplos Resueltos

Para �nalizar, vamos a estudiar algunos casos en los que apliquemos lo que hemos aprendido
de la I Ley de la Termodinámica. Vamos a empezar analizando un proceso termodinámico que no
está incluido en los casos particulares que hemos estudiado en laSección 9.5.4 :

Ejemplo 9.6. Se tienenn moles de un gas ideal monoatómico el cual se somete a una expansión
desde un estado con presiónPo y Volumen Vo conocidos tal que el aumento de Presión es direc-
tamente proporcional al cambio de volumen. Si luego de la expansión, considerada reversible, se
determina que se ha duplicado el volumen, determine:

(a.) La presión y Temperatura del estado �nal.

(b.) La constante de proporcionalidad que relacionaP con V.

(c.) El trabajo realizado durante el proceso.

(d.) El cambio de energía sufrido por el gas.

(e.) El calor intercambiado durante el proceso.

Resolución: Empezamos por determinar la Presión �nal a partir del tipo de proceso indicado
y luego con ese dato determino la Temperatura usando la ecuación de estado del Gas Ideal(9.27):

Estado Inicial: Po; Vo =) To =
PoVo

nR
;

Estado Final: Vf = 2 Vo ; Pf =? ; Tf =? ;

Proceso: P / V =)
P
V

= const:

9
>>>>=

>>>>;

Po

Vo
=

Pf

Vf
=) Pf =

Po

Vo
Vf =

Po

� �Vo
2� �Vo = 2 Po :

Tf =
Pf Vf

nR
=

2Po 2Vo

nR
= 4

Po Vo

nR
= 4 To :

De esta manera ya tenemos respondida la parte (a.):Pf = 2 Po y Tf = 4 To . Para la parte (b.) de
hecho ya la conseguimos, justamente cuando usamos el proceso para determinar la Presión �nal,
en donde escribimos queP(V) = Po

Vo
V, de manera que const. =Po

Vo
.

Para calcular el trabajo que nos piden en (c.), usamos la expresión(9.33) con la función de la
presión que acabamos de establecer, de manera que:

W = �
Z 2Vo

Vo

P(V) dV = �
Z 2Vo

Vo

Po

Vo
V dV = �

Po

Vo

�
V 2

2

� �
�
�
�
�

2Vo

Vo

= �
Po

2Vo

�
4V 2

o � V 2
o

�
= �

Po

2� �Vo
3V �2

o = �
3
2

PoVo : =) W = �
3
2

PoVo

#

Finalmente, para calcular el cambio de energía�E que nos piden en (d.) usamos(9.49), con
el correspondientecv de un Gas Ideal monoatómico(9.42):

�E =
3
2

nR� T =
3
2

nR(4To � To) =
3
2

nR 3To =) �E =
9
2

PoVo

#
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Por último, podemos determinar el CalorQ absorbido por el sistema usando directamente la
expresión(9.36):

Q = �E � W =
9
2

PoVo �
�

�
3
2

PoVo

�
= 6PoVo :

Aunque los ciclos termodinámicos están directamente relacionados con máquinas térmicas, algo
que estudiaremos en laSección 9.6.2 , podemos estudiar en este momento algunos problemas que
los involucren de manera de aprovechar de analizar en un mismo ejemplo varios tipos de los procesos
termodinámicos que acabamos de presentar. Empecemos por un ejemplo sencillo relacionado con
un ciclo compuesto de tres procesos.

Ejemplo 9.7. Un gas contenido en un recipiente se somete a un ciclo compuesto por tres procesos
que conectan los estadosA , B y C:

i. A -B : Proceso Isocórico.

ii . B -C: Proceso Adiabático.

iii . C-A : Proceso Isobárico.

Determine el calor QC � A si QA � B = 20kJ y WT =
� 15kJ.

Resolución: En este planteamiento no tenemos los da-
tos de presión, volumen o temperatura de los estadosA , B
y C, de manera que debemos enfocar este problema de una
manera distinta a como lo hicimos con los distintos proce-
sos en laSección 9.5.4 . En este caso, nos están dando
los datos de calor en una de los procesos y del trabajo total
realizado en el ciclo, por lo que usaremos lo discutido en la
Sección 9.5.4.6 :

A

B

C

V

P

Figura 9.8: Diagrama PV de un
ciclo compuesto por tres procesos:
isocórico, adiabático e isobárico.

QT = � WT ; donde QT = QA � B + � � � �: 0QB � C + QC � A ;

dondeQB � C = 0 porque se trata de un proceso adiabático. Con esto, es directo darnos cuenta que

QA � B + QC � A = � WT =) QC � A = � (WT + QA � B ) = � 5kJ:

Veamos ahora un proceso cíclico también compuesto por tres procesos, pero para los que nos
indican los datos de presión, volumen y/o temperatura de los estado �nales de cada uno de ellos.
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Ejemplo 9.8. Un pistón contiene en su interiorn moles de un gas ideal con coe�ciente adiabático

 = 3

2 . El gas se encuentra inicialmente a presiónPo y volumenVo y se somete a un ciclo de tres
procesos cuasiestáticos descritos a continuación:

i. Se calienta a volumen �jo hasta triplicar su temperatura.

ii . Se retira de toda fuente y se le permite expandir hasta recobrar su temperatura inicial.

iii . Se comprime al gas sin variar su temperatura hasta recobrar las condiciones iniciales.

Con esta información, determine:

(a.) Los calores especí�coscp y cv del gas.

(b.) Las funciones de estado de cada uno de los estados termodinámicos.

(c.) El cambio de energía, el calor y el trabajo totales y de cada uno de los procesos termodiná-
micos.

Resolución: Para empezar, calculemos los calores especí�cos. Para ello usamos la de�nición
del coe�ciente adiabático
 (9.62) y la relación (9.41):


 =
cp

cv
=) cp = 
c v;

R = cp � cv

= 
c v � cv

= ( 
 � 1)cv

=)

8
>><

>>:

cv =
R


 � 1

cp =

R


 � 1
:

Sustituyendo
 = 3
2 , tenemos que:

cv =
R


 � 1
=

R
3
2 � 1

=
R
1
2

=) cv = 2R:

cp =

R


 � 1
=

3
2 R

3
2 � 1

=
3
2 R

1
2

=) cp = 3R:

Ahora procedemos a analizar cada uno de los procesos termodinámicos a los que se somete a
este gas ideal. Etiquetamos las variables de estado del estado �nal de cada proceso con el subíndice
i = f 1; 2; 3g, con F3 = Fo.

Proceso I: Se trata de un proceso isocórico en el que se suministra calor hasta que el gas
triplica su temperatura, de manera que tenemos que

V1 = Vo;

T1 = 3To = 3
PoVo

nR
;

P1 =
nRT1

V1
=

� �nR
�

3 Po ��Vo
� �nR

�

� �Vo
= 3Po:
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Respecto al calor, trabajo y cambio de energía interna en este proceso, podemos usar(9.51) y
el hecho queWI = 0:

QI = �E I =
cv

R
Vo� P =

2��R

��R
Vo(3Po � Po) = 4 PoVo:

Proceso II: En esta etapa, al indicar que se retira de toda fuente de calor se entiende que el
proceso es adiabático, por lo queQII = 0. Por otro lado, la indicación de que alcanza la temperatura
inicial implica que T2 = To. Por otro lado, para un proceso adiabático conseguimos que

Tf

Ti
=

�
Vi

Vf

� R
cv

=)
T2

T1
=

�
V1

V2

� R
cv

� �To

3� �To
=

�
Vo

V2

� �R
2�R

1
3

=
�

Vo

V2

� 1
2

=) V2 = 9Vo:

Por otro lado, tenemos que

Tf

Ti
=

Pf Vf

Pi Vi
=)

T2

T1
=

P2V2

P1V1
=)

1
��3

=
P29� �Vo

��3 Po� �Vo
=) P2 =

Po

9
:

Respecto al trabajoWII y cambio de energía�E II , tenemos que

WII = �E II = ncv � T = n(2R)(T2 � T1)

= 2nR(To � 3To) = � 4nRTo = � 4� �nR
�

PoVo

� �nR

�
= � 4PoVo:

Proceso III: Dado que se trata de un proceso a temperatura constanteTo, tenemos que
�E III = 0, por lo queQIII = � WIII . Calculamos el trabajo directamente de la expresión(9.54):

W = � nRT ln
�

Vf

Vi

�
=) WIII = � nRTo ln

�
Vo

V2

�

= � PoVo ln
�

� �Vo

9� �Vo

�

= 2PoVo ln(3); =) QIII = � 2PoVo ln(3):

Finalmente, para el ciclo tenemos que

�E T = 0;
WT = �

�>
0

WI + WII + WIII = � 2PoVo[2 � ln(3)];

QT = QI + � � �* 0
QII + QIII = 2PoVo[2 � ln(3)]:
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